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+B���
�� q���
�@���32F/B������ K�1,
)*�1������ :,-���o!
������I��k)*�1������ q���J����)*��I�/1�D�������
�����32F/B������ 
�1,g/x!F/1)*����!y�F/1��)*�� 
��4�����4���I�I?/B�����{/1 
!yL@�S�F/}5��

�̈ + ωoγo ˙� + ω2o � = 0,
� f(T i �

LN�
�����
γo
����G3 
�}LN a/1�����
�S F/B��2
��/1IDI��� 
�=LN��!(���O�1,g/x!
������I�����/1!
�?/B������ O/1 
!R�������32F/1Ip���

γo =
2

3

e2

mc3
ω2o .

� f(T h �
UF���{���
�S���(����40/1I%!
��)C/1�� M���
�S F/B��2
��/1IDI��� 
�=LN��!(���O���N�1 y���
�S����!
���N�B,{�}j�j~�W���1T
�N�nL�L@�N40/1 *�����N���F/B�k���
�N���0/14=������ ~�1,p/:!
������I$�{���S�$���k�}LN ~[F��I�!*I��0/1!
�g���qI$�� 
��E
����/1!
�� 
�� 
P
T

���
����������/q��)C/1I�I
����4���I�I?/B���$�1 x,-�����32
�� 
4=6C���
�$,z�@/1��L{��I$I�1,p����!
��� γ2
o

ωo
∼ 1

���1Tk���
�������
�$,z������/1I����
G3 
�}LN ~/1�k/ Q I��34'��> c ����P������o���
�$,z�_,-���_�F/1��)*�� 
��4�����4���I�I?/B��������+BE
2(�g�� A)*�����_���(����40/1I��'&(�������)*�� 3����$�N4�/1 RE��S 
��P�I���4=����!D+F�'&(4����(��,-�����
����4��������� O,-�����32
�� 
4=6R���H/1 
!F/1��!
�N�������(����40/1ID4�I���4HG3��T

�n�



U_��P�2
���Sf(T$� �F��/1!
�?/B���� 
P�!
�����I��W!
��/0LN ]/1�O/1 3���� 
 F/����$������ 
P��� ����
�a5���4��� 
�$�76��1,K/������,-��4=��I$6
4��� 
!
2
4=���� 
P�L{/1I�I|TJ���
�{L{/1I�I����=uF��4=���k�F/1���k�1,F���
�{��/1!
�?/B�����1 KEF/14HGK�� ��������
�{!
������I��
/1 
!a40/12
�����S/1 "/1!
!
���H�$�� F/1IJ���0/B4=������ W,-����4��qLN�
��4H�a!
���$5���������!F/1)*�
������4���I�I�/B���$�� 
�
!
������ 
!
�� 
P*�� O���
�S!
������I��'>7)~�$�������@!
�����H/1 
4��

z
T

���'� � ��� � � . ��� � / � ��� . �! #"  � � � � 2� , �  #" / � .0/  +/ ���#� � . � �
� � , �

�p�=��2
��4��� 
����!
�����
�}L ���
�K��/1!
�?/B������ R�
������������������1,k!
������I��S��/1!
�?/B������ OLN��I�IJE�A4H�F/1 
P���!a�$,gL@�
E
���� 
PA/q!
������I��N4�I����������A/q�
I?/1 
��)*����������+3/1�@���
�}LN O�� MU_��P
T3f(T$��T_����/1����2
)*�����F/B�����
��!
������I��
���q�������$������ 
��!�/n�A����)*�~[F 
�$���*!
�����H/1 
4��

z
/0L�/06V,-����) ���
�C)*����������+p���
�C����I?/1������/B�����1 `�1,{���
�

!
������I��{����/1I����S/1����2
)*��!~���SE�N�F/1��/1I�I���I��������
�N�
I?/1 
���1,����
��)*����������To���
�N���32F/B������ ~�1,%)*�1�����1 
,-���S���
���S���$��2F/B������ V���:���
�C��/1)~�C/1�S,-���:���
�*!F/1)*����!�����4���I�I?/n������+p�����M9k�T_f(T i�+oE
2(�qLN�$���V���
�
/1!
!
�$������ O�1,g/1 R�'&������� F/1ID,-����4��S40/12
����!WE�6M���
�S���=���������=uF��4=����!R[F��I�!

Eref

�

�̈ + ωoγo ˙� + ω2o � = eEref .
� f(T � �

���
�q����P��3��>7�F/1 
!�>7���$!
�:�1,o���
���N���32F/B������ R40/1 RE�q�����
�������� �����!"/1���
���3!
2
4=���1,o����)*�:!
����� 
!
�� 3�
/1 
!R�S!
�����= 
!
�� 3��,-2
 
4=������ 
��+
LN�
��4H�y6�����I�!
���

���	��

= e ������ k3Wref (z),

� f(T ? �
LN�
�������

= ωo/c
���A���
�OL�/05��y5���4=������+{/1 
!

Wref (z)
���A���
�y 
����)C/1I��$���� 
PW,-2
 
4=������ D+�LN�
��4H�

!
������ 
!
���� y���
�S��/1!
�?/B������ O�F/B�������� R�1,k/x!
������I��1+(���
�S!
�����H/1 
4��SE��=�7L{���� R���
�q!
�����I��S/1 
!y���
�
)*����������+�/1 
!*���
�NP�����)*�=����6x�1,%���
��)*���������N�-����� � i1j�� � Tgv7 C�12
��40/1���1+3,-����/S�
I?/1 
��/1 
!C�����,-��4=��I$64��� 
!
2
4=���� 
P*)*���������{/1 
!y,-���N/A5���������40/1I�I$6C����I?/1��������!O!
������I��1+

Wref (z) = −ei2kz{
1

(2kz)
+

i

(2kz)2
− 1

(2kz)3
}, � f(T e �

LN�
�����������A���
�R!
�����H/1 
4��yE��=�7L{���� )*���������x/1 
!�!
������I��1Tm���
�y[F�����~������) �� X���
���x,-2
 
4=������ 
4��������������� 
!
�g�������
�{!
�����I��@��/1!
�?/B���$�� K�� K���
�@, /1�b>w[F��I�!K���� 
�1+�LN�
��I������
�{I?/1���_�7L@��������)*�gE��I��� 
P
���K�H�
���� 
���H/1 3�H/1 
����2
� Y@��2
I���)xEC�� �������/14=������ C�1,p���
��!
������I��NLN�$���M�$���@��)C/1P��N�� C���
�� 
�0/1�b>w[F��I�!

�}f



���� 
�1T_���
���_�'&(�
������������ K,-���p�H�
�� 
����)C/1I��$���� 
P�,-2
 
4=������ SLN��I�I�E���2
����!xI?/B������T ���nLXI��=�_2
�o���=LN���$���
9k�Tf(T �x�$ R/~��I���P�����I�6C!
�$#%������ 3��,-����)

�̈ + ωoγo ˙� + (ω2o +
3

2
ωoγoWref (z)) � = 0.

� f(T$�}j �
���
���_���g/�)C/1�� q���32F/B������ K,-���_!
�=������)*�� 
�� 
PN���
�{!
�����I����=5���I�2(������ K�� K���
�@�
�������� 
4��N�1,/�)*����������T
l���40/1 aE�K������ W,-����)t���
���N���32F/B������ R���
�K!
�����I��:LN��I�ID����4���I�I?/B����LN�$���a/* 
�=L ���A�=��������2
��E���!J�
����4���I�I?/B�����1 M,-�����32
�� 
4=6

Ω
T��J�*����I$5��:���
�������32F/B������ OL{�:LN��I�I%2
���S���
�:,-��I�I$�}LN�� 
PAl� 
��/B��� �

� (t) = ��� e
−iΩt,

� f(T$��� �LN�
�����
Ω
�������
�K 
�=L ����4���I�I�/B���$�� O,-�����32
�� 
4=6a/1 
!

���
���N���
�K/1)*�
I�����2
!
�S�1,g���
�q!
������I��1� �N����4���I�>

I?/B������ 
��T c 2
E
�����$��2(���� 
PC���
����l� 
��/B���A�� 3���M9k�Tpf(T$�}j*L@�x��E(�H/1�� R���
�A 
�=L ,-�����32
�� 
4=6
Ω
�1,k���
�

!
������I��1� �{����4���I�I?/B���$�� 
�

Ω = ωo −
iγo
2
− γ2o

2ωo
− 3

4
γoWref (z).

� f(T$�n� �
�{�
�:[F������������)s�� M���
���{���32F/B������ O���@���
�:2
 
��������2
��E��!R����4���I�I?/B���$�� *,-���=�32
�� 
4=6�T@���
�:����4��� 
!

/1 
!����
����!`������)*�x/1���*���
�M!F/1)*�
�� 
PW��/B���M/1 
!����
�M����4���I�I?/B�����1 `,-�����32
�� 
4=6X���
�$,z�K!
2
�M���W���
�
����I$,?>7���0/14=������ DTx���
�*����I$,?>7���0/14=������ V���
�$,z�S��� Q I��34'��> c �$��P������S���
�$,z�q�$�S2
��2F/1I�I$6a 
��P�I���4=����!��� "���
����(����40/1Io!
��)C/1�� D+%/1��)*�� 3������ 
��!"/1E��}5��1Tq���
�xI?/B����������) 4��������������� 
!
�����O��/1!
�?/B���$5��K���0/14=������ 
�� C���
�����=���������=uF��4=����!M[F��I�!O/1 
!O40/1 ME��������F/1��/B����!O�� ����A/K���
�$,z�{�1,p���
������4���I�I?/B���$�� ~,-�����32
�� 
4=6
/1 
!W/x4H�F/1 
P��S�1,o���
�S!F/1)*�
�� 
Px��/B���1T
v7 x/B����)*��4��
�36�����4���+����
�$,z���_�1,F���
�@����4���I�I?/B���$�� S,-�����32
�� 
4=6A4��������������� 
!A���:/B����)*��4�I��=5���I����
�$,z����+

/1 
!y���
�q4H�F/1 
P��q�1,_���
�q!F/1)*�
�� 
P~��/B���S4��������������� 
!
�����C/~)*�3!
�$[F40/B������ O�1,_���
�q������ ��H/1 
����2
�
��)*���������� O��/B���1T����
�S4H�F/1 
P��S�1,o���
�S!F/1)*�
�� 
Px��/B���S����P��$5��� RE�6

∆Γ =
v7) {3

4
γoWref (z)},

� f(T$�}f �
/1 
!y���
�S�������� F/1 
4=�S,-�����32
�� 
4=6R�������
�$,z����!RE�6

∆Ω =
�N� {3

4
γoWref (z)}.

� f(T$�0d �
�{�
�����N�7L@�S���32F/B������ 
��/1���{����I�2(������ 
�_,-���_���
��40/1�����1,%/����� 
P�I��{!
�����I��{�� K,-���� 3�k�1,%/�������,-��4=��I$6

4��� 
!
2
4=���� 
PyL�/1I�I|T~vw�K���S����������E
I��x���R����I$5��~���
�x�H/1��GV����)~�
I$6"E�6"�H/1G3�� 
Py���
�x51/1I�2
�x,-���
Wref,-����) 9k�T�f(T e�/1 
!A��2
E
�����$��2(���� 
P��$�g!
������4=��I$6q�� �����9k�3��T�f(T$�}f�/1 
!~f(T$�0d
+BL@�{���
�� A[F 
!A���
�{!
������I��

!F/1)*�
�� 
P:��/B����4H�F/1 
P���/1 
!~���
�{,-�����32
�� 
4=6*���
�$,z��/1�k,-2
 
4=������ 
�k�1,����
�N!
�����I��'>7)*�$�������_!
�����H/1 
4�� �

∆Γ(z) = −3

2
γo{

sin 2kz

2kz
+

cos 2kz

(2kz)2
− sin 2kz

(2kz)3
}, � f(T$�ni �

∆Ω(z) =
3

4
γo{

cos 2kz

2kz
− sin 2kz

(2kz)2
− cos 2kz

(2kz)3
}, � f(T$�}h �

�0d



N
o
rm

a
liz

e
d
 f
re

q
u
e
n
c
y

Distance to mirror  ( kz )

U_��P�2
���Sf(T � �F;���40/06~��/B���N�1,D/:4�I?/1������40/1I
!
������I���/1 
!*�������� F/1 
4��N,-�����32
�� 
4=6~���
�$,z�� 
����)C/1I��$����!x���
���
�S,-�����'>7���F/14��S51/1I�2
�q/1��/x,-2
 
4=������ R�1,g�$���N!
�����H/1 
4��S���~���
�S)*����������T����
�q!
������I��
��������I?/1�������=!y�F/1��/1I�I���I����x���
�S)*���������:�z5���������40/1ID����I?/1���$�0/B�����1 � T

���
�R!
������I��M!F/1)*�
�� 
PV��/B���y4H�F/1 
P��W/1 
!m���
�y,-�����32
�� 
4=6����
�$,z�C/1�*/",-2
 
4=������ ��1,
kz

/1 
!
 
����)C/1I��$����!Z���X�H�
�",-�����V���F/14��V5B/1I�2
�`/1���V�
�������� �����!��� ]U_�$P
T�f(T ��T �p�=�R2
�y4��� 
����!
���O�7L{�
���
�������$���S40/1������T{UF�1�

kz ¿ λ
������ O���
�q 
�0/1��[F��I�!D+
���
�S���=uF��4=����!W[F�=I�!R���

180◦
�12(���1,g�
�F/1���

LN�$���A���
����)*�$������!A[F��I�!~/1 
!x���
�=6A�� 3������,-�����{!
��������2
4=���$5���I$6�+3�
�� 
4������
�{��/1!
�?/B���$5��{!
��40/06x��/B���{�1,
/A!
������I��N51/1 
�����
����T��{�
��������)*�
I�6*)*�0/1 
�@���F/B�@���
�:!
�����I���LN��I�I 
�1����/1!
�?/B������ C���
���
���������� 3�H/1I
!
������4=������ DT����
�S,-�����32
�� 
4=6W���
�$,z��E�� 
!
��!
�}LN W!
2
�S���C/B������/14=���$5��5Y���2
I���)xEy�� �������/14=������ y�1,k/
!
������I��K���nL{/1��!
�S�$���:)*������������)C/1P��1TAvb V���
�~40/1���*�B,�/1 `/B����)����
�*/B������/14=���$5��x,-����4��x���}L{/1��!
�
���
�S)*���������{��2
��, /14��:L@��2
I�!RE�:�����0/B����!W/1��/A51/1 R!
������/1/1I��{,-����4��1T
UF���

kz À λ
���k�� A���
��, /1�b>w[F��I�!A���� 
�1+����
��!
��40/}6x��/B���N/1 
!x���
�{,-�����32
�� 
4=6~���
�$,z��/1�
�F/1���� 3��I$6

���� 
!`���y���
�~,-�����*���F/14��~51/BI�2
���SLN�
��4H��2
 
!
����P��R����4���I�I?/B���$�� 
��LN�$����/y���F/B���?/1Ig����������!V�1,
λ/2LN�$��� �� 
4����0/1���� 
P��1T]���
�a!
��40/06���/B���a/1 
!�,-�����32
�� 
4=6����
��,z�M�F/05��"/�e�j

◦
�
�F/1���a���
�$,z�*LN�$���

����������4=�~���a�0/14H�m�1���
����TV���
���A�=#%��4=�~���K40/12
����!�E�6�/W,-����4��M4����0/B����!mE�6����
�M���=uF��4=����!m[F��I�!
���=��2
�� 
�� 
P~�� y�
�F/1���q������2(�N�1,_�
�F/1���SLN�$���O���
�S!
�����I��:����4���I�I�/B���$�� 
��T

����� � � . �! #"  � �), � "�
v7 A��2
�_�'&(�������)*�� ��H/1I����=��2
�A���
�����@���_/�I��� 
�_�� 
���H/1I�I$��!KE�=�bL@���� A���
�@)*���������J/1 
!K���
�@���� 
P�I������� D+
������U_��P
T1f(T f(T Q 6A4��� 
����!
������ 
P���2
�k�'&(�������)*�� 3�k4�I?/1������40/1I�I$6:���
������ 
P�I��{���� A40/1 ~E�������
I?/14���!~E�6/:��/1!
�?/B���� 
P�4�I?/1������40/1I(!
������I��1To���
�NI��� 
�k4���I�I���4=����/�,-��/14=������ 

ε ≈ 4%
�1,���
�N��)*�$������!xI���P����k/1 
!

4���I�I���)*/B�������$���� ����y/C)*����������+�������$������ 
��!a��2
4H�"���F/B��I���P��3���$�����=�����B>7���=uF��4=����!DTS���
�A!
�����H/1 
4��
E��=�7L{���� `���
�~)*���������:/1 
!V���
�~!
������I��A���SI������:���F/1 

2πc/γo ≈ 3
) /1 
!V���
�����=,-�����x���
�~I���P����

���=uF��4=����!WEF/14'GC,-����) ���
�S)*���������{����������I�I%4����
������ ���LN�$���O���
�S!
�����I��1� ������4���I�I?/B���$�� DT
���
�*,-�340/1I�!
�����H/1 
4��*�1,@���
�CI��� 
�q���S)A2
4H��I?/1��P����:���F/1 `���
�~L{/}5���I��� 
P1���D+_�
�� 
4��*���
�*I���P��3�

�ni



Mirror Lens

Antenna

Z

U_��P�2
���:f(T f �F���
�C!
������I��*/1 3���� 
 F/W���$���K/B�K���1)*�C!
�����H/1 
4��
z
,-����) ���
�C)*����������Ty^_/1���A�1,{���
�

!
�����I��C��/1!
�?/B������ ����A4���I�I��$)*/B����!�E�6����
�OI��� 
�KLN�
��4H�X��2
E(���� 
!
�*/a����I$��!X/1 
P�I��
ε/1 
!y���=uF��4=����!WEF/14'GM�� ����*/1 ����� 
 F/(T

[F��I�!y��/1!
�?/B����!yE36M���
�S!
������I���40/1 RE��S����P�/1��!
��!W/1��/~���
�
������4�/1IpL{/05��1+FLN�
��4H�R��������/1 
��,-����)*��!
���W�
I?/1 
�~L{/05����K����/05���I�I��� 
Py�� ����R���
�C)*���������S/1 
!����
�� ���2
E
�����32
�� 3��I$6����=uF��4'�H�=!XEF/14'GT ���'>
P�I���4=���� 
PK����)*����!
P��:�=#%��4=����!
2
�����A���
��[F 
�$���:/1�������2
���:�1,J���
��I��� 
��/1 
!M���
�:)*����������+�L@�:40/1 
/1�
�
���0&(��)C/B���A���
�~���=uF��4=����!`[F��I�!VE36V/ &q/B2
�����?/B `E�0/1)RT c �� 
4��*/1I�I_��2
�S)*�0/1��2
����)*�� ����q/1���������,-����)*��!M�� *���
��, /1�b>w[F��I�!D+����
��E��0/1) P������@���
����2
P��C���
��,-�34�2
��/1 
!O/14��32
��������/1 O/1!
!
�$������ F/1I
e�j

◦
���(����40/1I{�
�F/1����� &:2
�}6X�
�F/1���y���
��,z� � LN�$���m����������4=�*���V���
�y���
�
������40/1I�L{/05��1+@,-���x!
�=�H/1��I������� � i����|T

�{�
��,-��4�2
���� 
P~/14=������ M�1,J���
��I��� 
�@����P��=���
���@LN�$���M���
��&:2
�}6C�
�F/1���:���
�$,z�{40/1 
4���I��{���
�: 
�0/B��>
[F��I�!a������)*�:�� V9k�Tpf(T$�ni�+Df(T$�}hO/1 
!V4H�F/1 
P����:���
�A�
�F/1���~�1,

1/2kz
, /1�b>w[F��I�!a������)RTq���
�� V,-���

���
�S 
�=L\,-�����32
�� 
4=6W/1 
!R!
��40/06y��/B����L@�qP��'�N���
�:,-��I�I��}LN�$ 
Px�'&(�
������������ 
���

Γ(z) = γo −
3

2
γoε sin(2kz),

� f(T$�n� �

Ω(z) = ωo −
3

4
γoε cos(2kz),

� f(T$��? �
LN�
�����

ε
���k���
������I���!*/1 
P�I�����2
E(���� 
!
��!OE�6~���
��I��� 
��Tk���������$��������)*������H/1 3�k���q������ ��@��2(�����F/B�

���
����������2
I$�����N5B/1I���!W�� 
I$6y�$,_���
�K!
������I��S���$������ R���
�q,-�340/1Io����� 3���1,k���
�KI��� 
��TNvw,k���
�K!
�����H/1 
4��
E��=�7L@���� M���
��!
������I��N/1 
!*���
��,-�340/1I������ �������)*�����N���F/1 C�� 
����/06�I�����P��~I��� 
P1���C�1,%���
��,-�34�2
����!
E��0/1)R+����
�����=uF��4=����!ME��0/1) LN��I�I
�F/}5���/S��)C/1I�I����k/1)*�
I�����2
!
�N/1 
!M/S!
�$#%������ ����
�F/1���1+�������2
I$���� 
P
�� R/x!
��4����0/1����!W!F/1)*�
�� 
Px��/B���S4H�F/1 
P��q/1 
!W/x!
��4����0/1����!W,-�����32
�� 
4'6R���
�$,z�0T
l]����)*��I�/B��������2
I$�0+����qLN�$���
�� * �2
)~������40/1I4��3�=�*4����� 3��� 3

2

/1 
! 3
4

E��=,-�����N���
������4���I�I�/B���$�� x������)*�
�� *9k�3��T(f(T$�n�:/1 
!Cf(T$��?(+�L�/1��!
�����$5���!*E�6 �NL@��;����� 
�����=�0Tk/1I|T ���ni��|Tgv7 ~���F/B��L@����GA���
��/12(���
�����
������,-����)*��!C40/1I�4�2
I?/B���$�� 
�k,-�������
��I��=5���I����
�$,z�{/1 
!M)*�3!
�$[F��!C������ ��H/1 
����2
�{��)*���������� *��/B�����1,J/1 
/B����).�� W���
�A�
�������� 
4��x�1,�/C)*����������+2
���� 
PC���
�K���
�������=����40/1IJ,-��/1)*�=L{����Gy�1,��32F/1 ���2
) ���(����4���T
�������:L@�SL@��2
I�!yI���G������~��)*�
�F/1�������q/1P�/1�� M���F/B�����
�����K/1���:L@��I�IDG3 
�nLN GY{/}5��$�76R8:9�; �=#%��4=����+
�|T �1Tk�� 
�
��E
������!O/1 
!y�� 
�F/1 
4���!R�����1 3�H/1 
����2
��!
��40/}6O/1 
!O���
�:�� 
����P16M���
�$,z���1,_/1 y�H&(4��$����!RI��=5���I
/1���R/1I����0/1!(6��
�������� ��M�� m4�I?/1������40/1I{��I���4=������!(6� F/1)*��4��~/1 
!�/1���OLN��!
��I$6�2
����!�,-���~�'&
/1)*�
I��O�� 

�}h



U_��P�2
���Sf(T d��Rl��@/1P���> ��!F/x/1 3���� 
 F/xLN�$���R�� 
�S���=uF��4=������/1 
!y,-��2
�N!
������4=��������T,*� 
�S�1,z���� R�������
���
���{�76����q�1,g/1 ����� 
 F/~�� O���
�S�����1,-���1,_�
��2
������T

!
������P� X�1,�/1 ����� 
 F/"/1����/}61+k��2
4'��/1���@/1P���> ��!F/W/1 ����� 
 F/a���A!
������4=���$5��M���
�����AL{/}5��y/1 ����� 
 F/(+
LN�
��4'�y�F/1�NE����� W�� �5��� �����!WE�6 c �
�� ��H/1��� ��!F/W�b�}e��nd
+���/1�F/1 � +F�����:,-����!
�=�H/1��I�� � i����|T

����� � � / � � . ��� � �+" . � "+" �� �+"�� �+" � .  	 � "� � � � . ��� � � �-� .��
l !
������4=���$5��q/1 3���� 
 F/ � d
+�i����o4��� 
�����������1,k/1 a/14=���$5��q��I���)*�� ��0+2
��2F/1I�I$6y/*�32F/1�������b>wL�/05���I��� 
P1���
!
������I��1+/~���=uF��4=�����NLN�
��4'�W���$���NE����
�� 
!y�H�
�K/14'�H��5��S��I���)*�� 3��/1 
!RL��
��4'�W����/~E
�$��I��� 
P��������F/1 
���
�A!
������I��B+%/1 
!"/1 "/1����/}6R�1,k!
������4=��������+�,-�����H&
/1)*�
I��K�����xU_��P
T�f(T d
T����
�x/1����/06R�1,�!
������4=�������
������5����N���~4����0/B���K/x�F/1������4�2
I?/1�{�=)*���������� y�F/B�������� y���N��)*���������� O!
�?/1P���/1) �1,g/1 W/1 ����� 
 F/(T
l 4�2
������ 3�y���*,-��!Z���X�� 
I$6����
�"/14=���$5��a��I���)*�� ��0+N���
�a�1���
���O��I���)*�� ����M�F/05��V/���/1!
�?/B����5��

�'&(4��$�H/B������ �,-����) ���F/B�A��I���)*�� ��0+k/1 
!��H�
�C�
�F/1���O�1,{���F/B�x�'&(4��$�H/B������ ����K!
�=������)*�� 
��!�E�6`���
�
���F/14��� 
PKE��=�7L@���� M���
����I���)*�� ����@/1 
!*���
������I��� 
P1���DTgvw�@����L@��I�IG3 
�}LN C���F/B�{/1 C��I���)*�� ���LN�
��4H�
����/*E
�$��I��� 
P����N���F/1 W�F/1I$,�/~L�/05��AI��� 
P1���a/B�����
�K����P��������F/14��� 
P*LN��I�Io/14'�:/1��/C���=uF��4=������T�l� 
��I���)*�� 3�kLN�
��4'�*�������
���������k���F/1 *�F/1I$,D/:L�/05���I��� 
P1���~LN��I�I
������ (,-����4������
��[F��I�!~����/05���I�I��$ 
PS/}L{/06�+
���~���
������I���)*�� ���/14'�H��/1��!
������4=�����N/1 
!y,-����)*�N/xE��0/1)R+
����� � d��|T
�p�=�{2
�{4=��)*�F/1�������
����)*���������� C!
�?/1P���/1) �1,J/K!
������4=���$5���/1 ����� 
 F/qLN�$���C,-��2
��!
������4=��������LN�$���

���
�@��)*���������� q!
�?/1P���/1) �B,/�!
�����I���/1 3���� 
 F/��� S,-�����@���F/14��1Tgl��_�� 
�@40/1 K�����@,-����)����
�{U_��P
Tnf(T i�+
���
����)*���������� A!
�?/1P���/1) �1,���
�N/1 ����� 
 F/:���_4���)*�
I��=����I$6K!
�$#%������ ��g,-����) ���
����/1!
�?/B���$ 
P�!
�����I��@�� 
,-�����:���F/14��1T�l�E��0/1)t/1�
��0/1����!
2
�����A���
�:�� �������,-������ 
4��:�1,o���=5�����/1ID�=#%��4=���$5��:!
�����I�����)*�$����������T
vw,L@�@L{�����@�H��!
����4�����E��@���
���g�=#%��4'���� K������)*�g�1,!
��40/06A��/B���@L@�{L@��2
I�!A��/}6q���
�{!
��40/}6K��/B���{�1,

/~!
������I��:����/1I$��������!yLN�
�� W�$�������
I?/14���!W�� 
����!
�S/1 a/1 ����� 
 F/C/1����/06O������2
4=��2
���1T{���
�q�������� F/1 
4��
,-�����32
�� 
4=6R�1,o���
�q/1 ����� 
 F/xL@��2
I�!RE�S���
�$,z����!W/1��L@��I�I|T
���
�q��/1!
�?/B���$5��S�
������������������1,k/~!
������4=���$5��q/1 ����� 
 F/C/1���q/1 F/1I���P���2
�����~���
�q��/1!
�?/B����5��:�
������>

�������������1,�/B����)��� W/*40/05��$�b6y���N�� R,-���� ����1,k/*���� 
P�I��S)*����������+
E
2(�� 
�1��4���)*�
I��=����I$61T{l�I$���
��2
P��
/1 R/B����)s�$ R/A40/05��$�b6M�F/B�N�� 
�
��E
������!y/1 
!y�� 
�F/B 
4���!W������ ��H/1 
����2
�N��)*���������� O/1 
!y���
�$,z�����1,o�$���
I��=5���I��N�� W/~40/}5����b6O�����=5��� a�� y���
�q�
�������� 
4��A�1,k/~���� 
P�I��S)*����������+(���*)C/1G1�K/~�
����������!
����4�������>
������ a�1,k���
�x/B����)*��4q�=5���I�2(������ "/1 
!a�$�����H/B!
�?/B������ W�
����������H�$������ 
�A)A2
����2
���A���
�K,-��/1)*�=L@����G

�n�



U_��P�2
���:f(T i ��U_��P�2
���x/ � ���:/1 `��)*���������� a!
�?/1P���/1) �1,@!
������I��A�� a,-�����~���F/14��1T~U_��P�2
���AE � ���:/1 ��)*���������� O!
�?/1P���/1) �1, �@/1P���> ��!F/x/1 ����� 
 F/xLN�$���O,-��2
��!
������4=��������T
�1,_�32F/1 ���2
)���I���4=�����3!(6� F/1)*��4���Tk���
����LN��I�I%E��:���
�S)C/1�� M�����
��4:�1,o���
�S 
�'&���4H�F/1�(������T

��?



� � � � ��� 
 
`� � �V����� ��� � 
 
`�������
� 
a
 � � � � 
 
 � �V� �

v7 m���
�y�
���=5�����2
�~4H�F/1�(�����x���
�y��/1!
�?/B���$5��O�
����������������~�1,�/1 �/1 ��H�= 
 F/VI���40/B����!m�� X,-���� ��~�1,�/
������,-��4=��I$6X4��� 
!
2
4=���� 
P`)*���������qL�/1�~!
����4�����E���!DT����
�����y���
�R/B����)�L�/1�*/1�
�
���0&(��)C/B����!�/1�*/
!
������I��M/1 ����� 
 F/"/1 
!����
�O��I���4=������)C/1P� 
�'�H�$4*[F��I�!X��)*�$������!�E�6����
�M!
������I��~L�/1�x/1I����W�����0/B����!
4�I?/1������40/1I�I$6�T �� 
!
���O���
�����V/1����2
)*�(������ 
�M�7L{�m)C/1�� �=#%��4=���R/1�
���0/1����)*��!
�$[F40/B�����1 Z�1,S���
�
!F/1)*�
�� 
Px��/B���q/1 
!R/~���
�$,z�N�1,o���
�S!
�����I��1� ������4���I�I?/B���$�1 M,-�����32
�� 
4=6�T
v7 M���
���{4H�F/1�(�����@L{��LN��I�I�2
���S/A�32F/B 3��2
)x>7)*��4H�F/1 
��40/1I�!
����4������(������ M�1,_/1 O/B����) 4���2
�
I���!M���

���
�S��I���4=������)C/1P� 
�=����4�[F��I�!DTk���
�S,-2
I�I%�����0/B��)*�� ��N�1,o���F/B���H/1��GO40/1 yE��:,-��2
 
!R�� ������+H�n��+bi1j��|T
���
�A��/1!
�?/B����5��S!
��40/}6W����/1 a�������=5���������E
I��q�
����4������:/1 
!a40/1 "E�A!
����4�����E��!"2
���� 
PM��������2
��EF/n>

������ `���
������6 � i1f��|Tyl�4�4�����!
�� 
PW���aUF����)*�|� �SP���I�!
�� ���2
I�� � iBd��|+o���
�C!
��40/06���/B���*�1,�/B ��'&(4��$����!
/B����)*��4~���H/B���*���q�
���������������� F/1Ig���R���
�*!
�� 
���$�b6`�1,{���
�*��I���4=������)C/1P� 
�=����4~)*��!
���K/1����2
 
!`���
�
�������� F/1 
4��:,-�����32
�� 
4�������+
LN�
��I���/A��/1!
�?/B���$5���I��=5���I%���
�$,z����� �J/1)AEO���
�$,z� � i�i�+7i����|+(4���)*�� 
PK,-����)
���
�*/1E
�������(������ `/1 
!V��)*���������� "�1,�5�������2F/1Ig�
�
�1���� 
�q/14���������+J���1���� ����?/1I�I�6�+%���
�xLN�
��I��x��I���4=�����B>
)C/1P� 
�=����4������4=����2
)t4��� �������E
2(�����@���~/1 M�� 
����P16M���
�$,z�{�1,o)C/1�� 
I�6x���
��P�����2
 
!O���H/B���1Tkv7 y�1���
���
L{����!
��+
���
�$�J/1)AEy���
�$,z��4���)*����,-����)s/x4���2
�
I��� 
Px�1,g/AE���2
 
!R��I���4'�H���� O���A���
�:5B/14�2
2
)t[F��I�!DT
v7 W��2
���'&(��������)*�� ���L@�K��E
������5��x/*���
�$,z���� W�� 
����P16R�1,k/1 W�'&(4��$����!a���H/B���qLN�
��4H�W������ 
!
2
4���!

E36R/~���� 
P1I��S!
�����H/1 ���)*����������Tkv7 R���
�:,-��/1)*�=L{����GM�1,k8:9�; ���
���NI��=5��=IJ���
�$,z��40/1 RE��S�����0/B����!W/1�
E����� 
PC�F/1�����?/1I�I�6y40/12
����!"E�6R���
�K)*���������N)*�3!
�$[F��!R51/14�2
2
).[F��I�!"/1 
!a�F/1�����?/1I�I�6OE�6W��/1!
�?/B����5��
���0/14=������ DTk���
�SI?/B���������=#%�=4=���1,_��/1!
�?/B���$�� O���0/14=�����1 y������������ 
P�I$6O/1 F/1I���P���2
�@���x���
�S40/1���S�1,g/1 
/1 3���� 
 F/~�$ O,-���� 3�N�1,g/x)*����������T

� ��� � .  	�� � � , � � " . � /1��� . �! #"� � " . ��� � � 2  , �
�+2%2 /  � �
	 � . �! #"

���������
	���������������������� ��!#"
���
�M�32F/1 ���������!���I���4=������)C/1P� 
�=����4x[F��I�!����q!
����4�����E���!XE�6V���
�*5���4=�����K���1���� ����?/1I�$

( � , t)
� i�?��|+

LN�
��4'� 40/1 E��W�'&(�F/1 
!
��!��}5����O/����=�M�1,:����/1 
��5��������")*��!
�y,-2
 
4=������ 
�%$
( � )

LN�$���Z/1 
P�2
I?/1�
,-�����32
�� 
4������

ωk

$
( � , t) =

∑

ωk

(
2π~c2

ωk
)[ae−iωkt

$
( � ) + a+eiωkt

$
∗( � )],

�-d
T$� �

�}e



LN�
�����
a
/1 
!

a+
/1�������
�{I��}L@������ 
P�/1 
!A��/1������ 
P������=�H/n�H�1���_���������4=���$5���I$6�Tg���
�{)*��!
��,-2
 
4=������ 
�

$ � � � ,-����) /1 A�������
�� 
����)C/1I3���=��/1 
!~/1�������
�{����!
�� F/1��6q����I�2(������ 
�o�1,F���
������I�)*�
��I$�����=�32F/B������ 
∇2 $ ( � ) +

� 2 $ ( � ) = 0.
�-d
T � �

�N 
!
�������
������4��� 
����!
����/B������ 
�k���
����/1)*��I����� 
��/1 ~�1,D���
����I��=4=�����1)C/1P� 
�=����4�[F��I�!*LN��I�IFE��
H =

∑

ωk
~ω(a+a+ 1

2
)
+�/1 
!KE36qG3 
�}LN�� 
P����
�����H/B���@�1,
���
����I���4=������)C/1P� 
�=����4k[F��I�!qL@�@40/1 K40/1I�4�2
I?/B���

���
���'&(����4=�H/B������ K5B/1I�2
���1,/1 �6:[F��I�!K��������/B������T_UF���J�'&
/1)*�
I��1+B,-���p���
��5B/14�2
2
) ���H/B�������
�@)*�0/1 
��I���4=������4�[F��I�!R��� 〈 � ( � , t)〉 = 0

+
LN�
�����0/1� 〈 � 2( � , t)〉 6= 0
T����}L�I��=�N2
����2
�
�������S���F/B�N���
�:[F��I�!

���g�� x����)*�{���H/B���{LN�$���~/�4������H/1�� x�
�
�1���� x 32
)xE��� |n〉 T_���
���� 3���� 
���$�76K�1,���
����I���4=������)C/1P� 
�=����4[F��I�!y���{���
�� 
〈I〉 = 〈 � 2( � , t)〉 = 4π~ω| $ ( � )|2n+ 〈 � 2( � )vac〉.

�-d
T f ��{�
�A[F������������)��� W���
�x9k�T%d
T fM�������
�A�� ����� 
���$�b6R�1,k���
�A �>7�
�
�1���� a[F��I�!DT:vw�������� ��������������� 
P
���y 
�1���~���F/B�:���
�x5���4=�����S���1���� ����?/1I $

( � )
�
I?/}6������
�*����I��x�1,����
�xL�/05��'>w,-2
 
4=������ `�
�����1T*���
�

���32F/1���N�1,%�$���k)C/1P� 
�$��2
!
�{���k�
���������������� F/1I3���:���
�N�
����EF/1E
��I����b6q�1,�[F 
!
�� 
Pq/:�
�
�1���� ~�� */:P��$5��� 
5���I�2
)*�NLN�
��4H�M���@�� *���
������!
���@�1,

λ3
/B�{/KP���5��� C������ ��@�� M/K���F/14��1Tk���
��I?/1����������) !
����4�����E����

���
���� 
����P16x�1,���
��5B/14�2
2
) uF2
4=��2F/B������ 
��+3/1 
!~����)*�
I$6K)*�0/1 
�_���F/B�k���
����I���4=������)C/1P� 
�=����4�[F��I�!
�F/1��/1 y�� 
����P16y�=5��� W�$,J���
�����K/1���: 
�*�
�
�1���� 
�N�� O�$�0T
�{�
�C51/14�2
2
) [F��I�!��
I?/}6��K/W)C/ � ���q����I��*�� X8:9�;t/1 
!�����)*�C�1,{���
�M�'#%��4=����+���2
4H�m/1�q���
�

Y{/1����)*���C,-����4�� � ?��|+����
� �J/1)AE]���
�$,z��� i�i��q/1 
!����
��/1 
��)C/1I���2
�O)C/1P� 
�=����4")*��)*�� ��y�1,x/1 
��I���4=������ � i1h��D40/1 OE�������0/B����!y/1�{E���� 
Px40/B2
���=!yE36*���
����[F��I�!y/1I��� 
�1TkUF���@�'&
/1)*�
I$�����
�#�J/1)AE
���
�$,z�{40/1 ME���40/1I�4�2
I?/n�H�=!O/1�{/ c �H/1��G*���
�$,z�{�B,o/B����)*��4�I��=5���I��@!
2
�����K���
��[F��I�!O/1�����34��?/B����!MLN�$���51/14=2
2
) uF2
4=��2F/B������ 
� ����?(+�h(���|TK���
�x���
������6aLN�
�$4'�V!
����4�����E����S������ ��H/1 
����2
�S��)*���������� "�1,@/1 
/B����) E���4���)*���k)C/B���
��)C/B����4�/1I�I�6q�� 
4��� 
���������� ��kLN�$���
��2(�g���
�{2
�����1,���
�{5B/14�2
2
) uF2
4=��2F/B������ 
��+
E���40/12
���S5B/14�2
2
)t������)*�N�
����������5��q4���)*)x2(�H/B���$�� O��2
I���� ����?�� �
����������� � !��	��
#���� � " � ����� � ��!#"��
���V4��� 
����!
���W/1 \/B����) 4���2
�
I���!����m���
�V�32F/1 3�����=��!\��I���4=������)C/1P� 
�=����4a[F��I�!DT v7 ����
�` 
�� �>
����I?/B���$5��������$4a40/1���`/1 
!]�� �!
������I��"/1�
�
���0&(��)C/B�����1 D+��|T �1T<���
�V)C/1P� 
�$��2
!
�a�1,q���
�"[F��I�!]!
�3���
 
�1�A4'�F/1 
P��M�}5����K�H�
�M�����=�M�1,�/1 m/B����)R+g/1 
!XE�6�2
���� 
PW���
� Y@��2
I���)AE�P�/12
P��C,-���q���
�C���1�H/1I
��/1)*��I����� 
��/1 ��1,N���
�O��6�������)�� i1e��|+k���
�y��/1)*��I����� 
��/1 �40/1 mE�y���
I��$�A�� ����V/B����)*�$41+g[F��I�!m/1 
!
�� �������/14=������ O�F/1�������

Htot = Hatom +Hfield +Hint.
�-d
T d ����
�q/B����)*��4��F/1���N�����

Hatom =
p2

2m
+ U( � e),

�-d
T i �
LN�
�����

p
�������
�A)*��)*�� 3��2
).�1,�/1 a��I���4=������ D+

� e
�����$����4�������!
�� F/B���A/1 
!

U( � e)
!
����4�����E��������
�

Y@��2
I���)AEM/B������/14=������ *�1,J/1 M��I���4=������ ME�6~���
�� 32
4�I���2
�@�1,o/1 M/B����)RTg���
��[F��I�!O��/1)*��I����� 
��/1 *���
�'&
/14=��I$6M���
�S��/1)*�S/1�N�� O���
�S�
���=5�����2
�N����4=������ 

�1j



Hfield =
∑

�
,ε

~ω(a+a+
1

2
),

�-d
T h �
LN�
�����:���
�:��2
)s���@�H/1G1�� y�n5����N/1I�I%/051/1��I?/1E
I$��)*��!
���{�1,J���
�:��I���4=������)C/1P� 
�=����4�[F��I�!MLN�$���ML{/05��
5���4=��������/1 
!OLN�$���y����I?/1�����0/B���$�� C5���4=�����

ε
Tk���
�q�$ 3������/14=������ O�F/1����LN��I�I%E��

Hint =
ε0
2

∫

E2inst( � a)d
3r +

e2

2mc2
A2( � a)−

e

mc

$
( � a) · � a,

�-d
T � �
LN�
�����

� a
���N���
�K�������$������ R�B,�/1 a/B����)��� W���F/14��A/1 
!

� a
�����$����)*��)*�� 3��2
)�/1 
!

Einst( � a)
���

���
���� 
���H/1 ��H/1 
����2
��)C/1P� 
�$��2
!
�N�1,%���
����I���4=������4�[F��I�!M/B�����
��/B����)*��4��������$������ DT_���
��[F������������)
�� O���
�S�$ 3������/14=������ O�F/1���N!
����4�����E���N���
�S�� 
���H/1 ��H/1 
����2
�VY@��2
I���)xEO�� �������/14=������ O�1,g/1 y��I���4=������ 
LN�$��������)*�C�'&������� F/1I�[F��I�!D+_���
�C����4��� 
!X�F/1���A40/1 �E��C�����0/B����!X/1�q���
�MG3�� 
�=����4*�� 
����P16��1,�/1 
��I���4=������ �/14��32
������!V,-����) ���
�*/14=������ V�1,����
�x51/14�2
2
) [F��I�!DTx���
�~���
����!V�F/1���S�����
�������� ����q���
�
!
������I����� ��H�=�H/B4=������ y�1,g/1 R/B����) LN�$���R/1 R�'&������� F/1ID�H��/1 
��5��������q��I���4=������)C/1P� 
�=����4�[F��I�!DT
^o������2
��EF/B������ V���
������6V40/1 � 
�}L E��*2
����!����R40/1I�4�2
I?/B���A���
�*������ ��H/1 
����2
�K!
��40/06`��/B���C/1 
!

I��=5���I@���
�$,z�0T *�2
�A���H/1������ 
Pa����� 3�KLN��I�I�E�M���
�M����P��� (,-2
 
4=������ 
�A�1,N���
�O/B����)*��4C��/1)*��I$���1 
�?/B 
|j〉 +�LN�
�����:���
��P�����2
 
!O���H/B���:�1,_/1 y/B����) LN��I�I�E�:!
�� 
�1����!yE�6 |g〉 /1 
!M���
�:�'&(4��$����!y���H/B���:E�6
|e〉 Tg���
��[F��I�!C���H/B��� |0〉 ���@/S51/14�2
2
) ���H/B����/1 
!C���
�����H/B��� | � 〉 �������
���� 
�'>7�
�
�1���� C[F��I�!D+3LN�$���L�/05��S5���4=�������gT
���
�:!
��40/06O��/B����40/1 OE���4���)*�
2(����!y2
���� 
P~UF����)*�|� �@P���I$!
�� O��2
I�� � iBd
+wh�j��|+
/1 
!O��P� 
������ 
Pq���
�

[F�����*/1 
!X����4��� 
!X������)*�A�� ����
�O�� �������/14=������ ���/1)*��I$���1 
�?/B ��-�����y9k�T_d
T � � +�/1�K���
�=6�4��� ��H/1�� ���$���
������ 
I$6y[F��I�!"������ 
I$6W/B����)*��4S51/1���?/1E
I�����/1 
!"���
�����=,-�����A40/1 
 
�1�:4H�F/1 
P��A���
�A���H/B���A�1,@/1 
/B����)t���{���
�:[F��I�!y!
2
���� 
P*/x!
������I�������/1 
���$������ D+�L@�S��E(�H/1�� 

Γ = −2π

~2

e

mc

∑

�
,ε

|〈g, � | $ ( � a) · � a|e, 0〉|2δ(ωa − ω � ).
�-d
T ? �

�������1+_���
�C������ ��H/1 
����2
�K!
��40/}6V�H/1G1���K�
I?/14��*E��=�7L{���� X���H/B����� |e〉 /1 
! |g〉 �1,N/1 �/B����) LN�$���
,-�����32
�� 
4=6

ωa
T

�o��40/1I�4�2
I?/B���y���
�a��/1!
�?/B���$5��RI��=5���I����
�$,z�0+�I��=�C2
�M4��� 
����!
���O/1 Z/B����) �� ����H/B��� |a〉 �� ����
�51/14�2
2
)RTS���
�A���1�H/1Io���
�$,z��LN��I�IJE��~/C4���)xE
�$ F/B������ W�1,�[F�����S/1 
!"����4��� 
!V����!
���:�������2
��EF/B������ 
���
�$,z����TC���
�~[F�����K����!
���S���
��,z�q4���)*���S,-����)����
�~[F�����K/1 
!�����4��� 
!`������)*�q�� "���
�*�� �������/14=������ 
��/1)*��I$���1 
�?/B y/1 
!yLN��I�I%E��

∆inst =
ε0
2

∫

E2inst( � a)d
3r,

�-d
T e �
,-����)s���
�:[F�����N������)R+F/1 
!

∆vac =
e2

2mc2

∑

�
,ε

〈0|A2( � , � )|0〉,
�-d
T$�}j �

,-����)s���
�S����4��� 
!y������)RT

���



�{�
�NI?/1���g������) �1,���
���� �������/14=������ x��/1)*��I$���� 
��/1 KLN��I�I�4��� ������$E
2(�H�@�������
������4��� 
!*����!
���kI��=5���I
���
�$,z��/1 
!RP��$5����

∆2 =
e2

mc2

∑

j

∑

�
,ε

|〈a, 0| $ (
�
, � ) · � |j,

� 〉|2
Ea − Ej − ~ωk

.
�-d
T$��� �

l�I�Io���
�����x4��� 3������E
2(������ 
�����M���
�K���1�H/1I_I��=5���Ig���
�$,z�:/1���x�� ([F 
�$���1T:���
�A������)
∆inst

!
�$5�����P����
E���40/12
���q���
�6Y@��2
I���)AER�� 
����P16RE���4���)*������ ([F 
�$���q/B�����
�K4��� ��������1,�/1 W��I���4=������ DT����
�q������)*�
∆vac

/1 
!
∆2

E���4���)*���� ([F 
�$���@E���40/12
�������
����2
) �}5��=�g���
�{[F��I�!x)*��!
��� ∑

k A
2(
�
, r)

!
�$5�����P����
/1�
ω2k
Ty���nL@�=5�����+g���
���S!
����4������(������ `��2
�� 
�K��2(�q���WE�C�� 
4���������4=�0+_E���40/12
���C�$,�/1 ��=I���4=������ ����

/1 y/B����) ��E(�H/1�� 
�{����I?/B���$5��$������4�)*��)*�� ���2
)R+3���
��)C/1���{�1,J���
���F/1������4�I���LN��I�I�/1I����AE��:�� 
4����0/1����!
/1��L@��I�I|T�l�I�Io�
��6�����40/1Io51/1���?/1E
I�����4�/1I�4�2
I?/B����!a�� a��������2
��EF/B������ W���
������6a/1���A�� �5���������I$6W�
���������b>
������ F/1Ip���C���
�A)C/1����+%�
�� 
4��A���
�q���1�H/1Io4��� ������$E
2(�H�$�� R,-����).����I?/B���$5���������4:������)*��4�/1 "����)*�
I$6yE��
��P� 
������!�� h(���|T
v7 "�1���
����L@����!
��+D,-����).���
�x!
�$5�����P��� 
PM�� �����P���/1I���LN�
��4'�"�����
�������� ��K/1 36W�
�36�����40/1I_5B/1���?/1E
I����

L@�A�F/05��K���C��2
E(����/14=�����
�K�� 
����P16R�1,k���
�q,-�����K��I���4=������ D+%/1 
!W���
�� W���
�K���1�H/1Ip5B/1I�2
�KE���4��1)*���
4��� �5�����P��� 3�0Tt���
���y�
����4���!
2
�����$�y40/1I�I���!�)C/1���W/1 
!]4H�F/1��P��`���� 
����)C/1I��$�0/B���$�� ]/1 
!]���OL@��I�I
!
����4�����E���!R�� O���
�:���'&���E��3��G3� ����?(+bh����|T

� �'� � 2  #" . �+" �  #*� � � � � � /1� . � 	  � � � � � . �! #"�� � �
2 � /�� � � . , � �  #"�� *�� . � " � � �-, ,

�R��!
�$[F40/B������ C�1,J����� 3�H/1 
����2
�{��)*���������� C�� C���
�����(����40/1I�!
��)C/1�� *�F/1��/1I����0/1!(6*E����� O��E
������5���!
�� R9k2 3+ ���� 
�N�� R!
����I���4=������4:��2
E
������/B�������1,g!
�$#%������ ��N���
��4HG3 
����������!
��������$����!W�� W/~����I$5�����)*���b>����� � h�f��|TOv7 ����
�*�
�������� 3�A����4=������ �L@�*LN��I�Ik4��� 
����!
���q���
�*���� 
P�I��*/B����) ���$������ 
PR�� `,-���� ��K�1,N/
������,-��4=��I$6y4��� 
!
2
4=���� 
P*L{/1I�I|T����
���N�H/1��Gy���N����)*��I�/1�@���*���
�q�� 
�q!
����4�����E���!a�� GY@�F/1�(������f(T �p�=�
2
��/1����2
)*�q/1I����~���F/B�N���
�S!
�����H/1 
4��S,-����) ���
�K/B����)s���~���
�:L�/BI�Ip���NI����������F/1 

c/Γ
�������
�S4��B>

�
������ 
4��KI��� 
P1���R�1,_���
�S[F��I�!R��)*�$������!RE�6R/1 a/B����)RT����
�q����I?/1�����0/B���$�� O�1,_���
�K/B����)*��4:!
������I��
���{5���������40/1I|Tk���
�q/B����)s�F/1�N�� 
I$6C�bL@�*I��=5���I����kP�����2
 
!R���H/B��� |g〉 /1 
!y�'&(4��$����!W���H/B��� |e〉 T�{�
�R!
��40/06m��/B���O�1,:/1 �/B����) 40/1 �E��y40/1I�4�2
I?/B����!m2
���� 
P`UF����)*�|� �AP���I�!
�� m��2
I��1+�P��$5��� mE36
UF����)A2
I?/Kd
T ?(Tkv7 y���
�S40/1���q�1,g/x!
������I�������/1 
���$������ ML@�S��E(�H/1�� 

Γ(z) =
π

~
| $ ( � ) · � 12|2ρ(ω),

�-d
T$�n� �
LN�
����� $

( � ) �������
�SL{/05��S,-2
 
4=������ R�1,k/~�
�
�1���� R�� y���
�S[F F/1Ip���H/B���1+�|T �1T{/B,z�����N��)*���������� D+ � 12���q���
�O)C/n�H��� &���I���)*�� ��A�1,N���
�M!
������I��*)*��)*�� ��A��������/B�����A/1 
!
ρ(ω)

���q���
�M!
�� 
���$�b6��1,N���
�
[F F/1I����H/B������TMvw�K�F/1�qE����� ����
�nL� ��� � h1d��|+J���F/B�q�� V���
�C/1E
���� 
4��C�1,{I�����������+_E��1���`�32F/1 3��2
)x>
)*��4H�F/1 
��40/1I3/1 
!q4�I?/1������40/1I3/1�
�
����/14H�
���o6�����I�!:���
����/1)*��/1 
��L{����+�/1�J,-���D���
��40/1�����1,F/1 A/1 ����� 
 F/
�� O,-���� ��N�1,g/AL�/1I�I��-�����q9k�T�f(T$�ni � +F/1 
!O���
�S!
��40/06y��/B���S����P��$5��� yE36

Γ(z) = Γo −
3

2
Γo{

sin 2kz

2kz
+

cos 2kz

(2kz)2
− sin 2kz

(2kz)3
}, �-d
T$�}f �

���



LN�
�����
Γo
���{���
�S������ ��H/1 
����2
��!
��40/06O��/B���S�1,g/1 R/B����)t�� M,-�����S���F/14��1T

���
�������0/1I�I$6K��)*�
I��$���_���F/B�����
�N)*�3!
�$[F40/B������ A�1,D����� 3�H/1 
����2
����)~�������$�� ~�1,D/1 C/B����) �� x,-���� ��
�1,�/R���=uF��4=���� 
PWL�/BI�I�40/1 �E��C�'&(�
I?/1�� 
��!����$���
���K�� `������)*�K�1,{���
�M��/1!
�?/B����5��~���0/14=������ ��� ����
�
���=���������=uF��4=����!Z[F��I�! ���C�� �������)*�C�1,:���
�a4���2
�
I��� 
P��1,S/1 �/n�H�1)*��4R!
�����1I��y�������
�a)*��!
�$[F��!
51/14�2
2
)�)*��!
����T����
���N������ 
�S�1,_���
�C�=�
2
����I����}�:�1,�8:9�;K+
LN�
�����K/~���0/1Ip�
��6�����40/1Ip�=#%��4=��)C/06
�F/}5������=5�����/1I��$ 3�������
���=�H/B������ 
�kI��0/1!
�� 
P����S���
����/1)*�N 32
)*������40/1IF/1 
��L@����T�;��=�H/1��I���!C/1 F/1I$6������k�1,
���F/B�_�
����E
I���) 40/1 AE��,-��2
 
!D+B,-���o�'&
/1)*�
I��1+B�� A/1������4�I��������}e�������+?h�h��|T_���
�@)C/1 
�$,-�����H/B���$�� S�1,
���
�
�32F/1 3��2
) 5B/14�2
2
)t���@E��=6��� 
!O�H�
����4������:�1,J���
�������
��������T����}L@�=5�����+FvkLN��I�I�E
�����=u
6C!
����4�2
���{���
�
!
�$#%������ 3�N�� ��������
���=�H/B������ 
��+F/1 
!y���
�S4��� (,-2
�����1 
�����
�=6y40/1 R40/B2
���B+�� O���
�:,-��I�I��}LN�$ 
Px4H�F/1�(��������T

� ��� � � � � ,  � � � . � "�� *�� � � � ��� 2 � /�� � � . , � �  #"�� *�� . � "��
� �-, ,

�p�=�K2
�q 
�}L 40/1I�4�2
I?/B���A�H�
�~��/1!
�?/B���$5��~I��=5���I����
�$,z���S�1,�/1 `�'&(4��$����!��7L@�B>7I��=5���I�/B����) �
I?/14���!`�� 
,-���� 3���1,�/*������,-��4=��I$6R���=uF��4=���� 
PCL�/1I$I_/1 
!WLN�
�����A!
������I��S)*��)*�� ��������F/1��/1I�I$��Ip���*���
�A)*���������=T
���
�"I��=5���I����
�$,z���M/1���a40/1I�4�2
I?/B����!�LN�$��� ��������2
��EF/B������ ����
������6 2
���� 
PX9k�T{d
T$����T����
�a���1�H/1I
�'&(�
������������ R,-���N���
�q��/1!
�?/B���$5��S���
�$,z���� y���
�q!
������I��S/1�
�
���}&(��)*/B������ y40/1 WE�q,-��2
 
!W�� �������+bh����|T
����LN��I$I4��� 
����!
���@�� 
I$6~�7L@�AI���)~������ 
PS40/1�������kLN�
�� M���
��/B����) ���$������ *���
�� 
�0/1�b>w[F��I�!C���� 
�1+(�|T �1T
z < λ/10

+/1 
!yL��
�� W�$�N���$������ O���
�:, /1�b>w[F��I�!O���� 
�1+F�|T �1T
z > λ/10

+F�����S,-����!
�=�H/1�$I�� � �����|T
����������� � !���"�� � � � � �  �������#�
	���� � �
���
�xP�����2
 
!"���H/B���x���
�$,z���� W���
�x 
�0/1�b>w[F��I�!a���� 
�R�

kz ¿ 1 � /1����������,-����).���
�K51/1 "!
������/�/1I��
���1���� ����?/1Ip/1 
!R����P��$5��� yE36 �

∆g = −
3~

64(kz)3
Γo.

�-d
T$�0d �
���
���NI��=5���ID���
�$,z�N40/1 yE��S2
 
!
�����������3!W/1��/1�������� 
PK,-����) ���
�S�$ 
���H/1 ��H/1 
����2
�VY@��2
I���)AEO�� 3������/14'>
������ y�1,o���
�S!
�����I��:)*��)*�� ����1,g/1 W/B����) LN�$���y�$����)*���������{��)C/1P1�1T
���
�� "���
�x/B����) �$���
I?/14���!a,-2
�����
���:/0L{/}6R,-����)�/C)*����������+��|T �1T:�� W���
�K, /1�b>w[F��I�!a���� 
�1+%���
�

P�����2
 
!�>7���H/B���{I��=5���I(���
�$,z�gLN��I�I3E��{�� 
!
2
4���!~E�6q���
�VY{/1����)~���b>b^o��I�!
���o�� �������/14=������ D+BLN�
��4H�x������2
I$���
,-����)s/A)*��!
�$[F40/B�����1 M�1,J���
��5B/14�2
2
)s[F��I�!OE�6O/A4��� 
!
2
4=���� 
PAL�/1I�I Tgv7 O���F/B��40/1�������
�:P�����2
 
!
���H/B���S���
�$,z�N��� � ����� �

∆g = −
3~

16π(kz)4
Γo.

�-d
T$�ni �
���
� Y{/1����)~���b>b^o��I�!
���k���
�$,z��40/1 CE����� ��������
���=����!M/1�@/q)*��!
�$[F40/B���$�� ~�1,%���
���J/1)xE*���
�$,z���������|+

���� 
4��S�� O���
�S�
�������� 
4��q�1,g/~)*����������+�)*��!
�$[F40/B���$�� O�1,o5B/14�2
2
)tuF2
4=��2F/B������ 
�N40/12
������/x4H�F/1 
P��
�� O���
� Q �=���
�S4��� 3������E
2(������ M���x���
���J/1)AEy���
�$,z�N�1,o���
�q/B����)*��4�P�����2
 
!y���H/B����� i����|T���
�����SI��=5���I%���
�$,z����/1����E��1���O 
��P�/B���$5��1+(�
�� 
4��S/1 y/B����) LN�
��4H�O���$���{�� C���
�:P�����2
 
!O���H/B�������
/B������/14=����!y���x���
�S)*����������T

�1f



N
o

rm
a

liz
e

d
 f

re
q

u
e

n
c
y

Distance to mirror ( kz )

Excited state shift

Ground state shift

U_��P�2
����d
T$� ��;���40/}6`��/B���a�-2
�
����KI��� 
� � �1,N/1 �/B����) /1 
!��$���S��/1!
�?/B���$5��~I��=5���I��-����!X/B 
!�E
I�2
�
I��� 
��� � ���
�$,z���p 
����)C/1I������=!:�������
�k,-�����'>7���F/14�����)*���������� :!
��40/06S��/B��� Γo /1�o/{,-2
 
4=������ �1,J�$���@!
�����H/1 
4������A���
��)*����������T_���
�:����!OI��� 
��4��������������� 
!
�����K���
���'&(4��$����!y���H/B���1+
���
�SE
I�2
�:�� 
�:���x���
�SP�����2
 
!y���H/B���1T

����������������� � �� � � � � �  �������#�
	���� � �
v7 W���
�A 
�0/1��[F��I�!a���� 
�1+%���
�A����4���I$I?/B���$ 
P*!
������I��q)*��)*�� ����1,�/1 "/B����) �=�������}�K�$������)C/1P��q/1 
!
���N/n������/14=����!O���x�$�0Tkl��{,-���{���
�:P�����2
 
!y���H/B���q/n�H�1)s�� O���
�: 
�0/1�{[F��I�!O���
�:�'&(4��$����!RI��=5���Ip���
�$,z�
LN��I�I%E��S!
2
�:���x���
�:51/1 R!
������/�/1I��{�� 3������/14=������ D+
/1 
!y���NP��$5��� yE36

∆e = −
3~

64(kz)3
Γo.

�-d
T$�}h �
���������$��������)*�������H/1 ������K 
�1���N���F/B�����
���������� 
�q���1�H/1I4H�F/1 
P����� *���
���������� F/1 
4���,-�����32
�� 
4=6M�1,
/1 R/B����)RTg���
���N���{51/1I��$!D+
�1,_4��12
�����1+F�� 
I$6C,-���N/1 ��=��!
�0/1I7���7L@�B>7I��=5���IJ/B����)RTk�N�0/1Ip/B����)*���F/05��
)*�����*I��=5���I���+g/1 
!�!
�a 
�1�K���=5��0/1I����
���S,-�0/B��2
���1Tyl{�AI?/1��P��~!
�����H/1 
4����A/1 ��'&(4��$����!�>7���H/B���CI��=5���I
���
�$,z��LN��I�I%E�S!
��)*�� F/B����!OE�6M���
�S�� �������/14=������ O�1,_/1 R/B����) LN�$���y�$�����}LN R���=���������=uF��4=����!y[F��I�!DT
���
�SE����F/05������N��������)*��I�/B�@���x���F/B�N�1,k/1 R/1 ����� 
 F/(+/1 
!y���
�SI��=5���Ip���
�$,z�N����P��$5��� RE�6

∆e = −
3~

4

cos(2kz)

2kz
Γo.

�-d
T$�n� �
�R�������
����4�������I$6K���
���_, /1�b>w[F��I�!x����4���I�I?/n���$ 
P����
�$,z��)*/}6KE����� ��������
���=����!C/1�g���
����/1!
�?/B�����1 A���0/14'>

������ K,-����) ���
�����=���������=uF��4=����!x[F��I�!~/1 
!x)*��!
�$[F��!K51/14�2
2
) uF2
4=��2F/B������ 
� �������|T_vw�����_��)*�������H/1 ��
���~/1!
!y�
�����:���F/B�{���
����I��=5���ID���
�$,z��40/1 
 
�1�NE��S/B��������E
2(����!M���x���
�S/14=������ O�B,o���
��51/14=2
2
)s[F��I�!
/1I��� 
� ����?��|T

�Bd



l�4=��2F/1I�I$6�+����
�����W���C/ �J/1)AE����
�$,z�*,-���*�'&(4��$����! I��'5���I��C/1�~L@��I�I � d�e��|TZl�I$���
��2
P����$�*�F/1�M/
�������$���$5��q����P� D+�$�����N)A2
4'�W��)C/BI�I����q�-E36R/~, /14=�����N�1,�/B��I��0/1���

10−3 � ���F/1 R���
���J/1)xER���
�$,z�N,-���P�����2
 
!`���H/B������Tx���
�����=,-�����~���
�x4��� 3������E
2(������ W���O���
�~���
�$,z�S�1,����
�x�'&(4��$����!`I��=5���Ig!
2
�x���O���
�
Y{/1����)*���b>b^o��I$!
����/B������/14=������ O���N 
��P�I$��P���E
I$�1+(4���)*�F/1����!O���~���F/B�N�1,o���
�SP�����2
 
!y���H/B���1T
�p�=5���I
���
�$,z���k/1 
!A!
��40/}6K��/B���{�� A2
 
�$���g�B,

Γo
�1,�/1 x/B����) �� K,-���� ��g�1,�/�������,-��4=��I$6K4��� 
!
2
4=���� 
P

L�/1I�I@/1���C���
�nLN X�� XU_��P
TJd
T$�y/1�x/R,-2
 
4=������ ��1,
kz
T"���
�����O�
��6�����40/1I�I$6`!
�$#%������ ��x��1���� 3���?/1I��

��)*����P��C���F/B�x/n#%��4=�xE��1�������
�MP1���12
 
!X���H/B���M/1 
!����
�C�'&(4��$����!X���H/B����� �����|TW���
�����y/1���*���
�
51/1 O!
���@��/�/1I���� ���|+����
� Y{/1����)*���b>b^o��I$!
����� ?��p/1 
!O�������� F/1 ���>7��/1!
�?/B���$5�����1���� 3���?/1I������}f��|Tkvw�{40/1 
E��O������ �/1I����W���F/B�x���
�OI��=5���I{���
�$,z�x�1,�/1 X�'&(4��$����!m���H/B���y/1�AL@��I�I�/1�K���
�O!
��40/06X��/B���M�� ����
�
, /1�b>w[F��I�!W���� 
�A���=5��0/1I������
�A�
�������������������1,�/C��/1!
�?/B���� 
P*!
������I��K/1 ����� 
 F/M�� R,-���� ����1,k���
�KL{/1I�I|+
�����KU_��P
T
f(T ��T
*� 
������������E
I����� ��������
���=�H/B������ q�1,
���
���o�=#%��4=�_L@��2
I�!KE������F/B�_�1,
���
�@��/1!
�?/B����5������0/14=������ q�1,
���
�

�'&(4��$����!C/B����) LN�$���~���H�g�}LN *���=���������=uF��4=����!*��I���4=������)C/1P� 
�=����4@[F��I�!DT_���
���k�=#%��4=�����k4���)*�
I��=����I$6
/1 F/1I���P���2
�����A���
��40/1���:�1,_/1 y/1 ����� 
 F/x/1 
!y�F/B��E����� R/1I����0/1!(6*!
����4�����E���!y�� C���
�:����4=������ yf(T ��T
���
�����
�$,z���1,D���
��P�����2
 
!C���H/B������ ~���
��, /1�b>w[F��I�!*���� 
�B+�LN�
��4H�C, /1I�I$��/1�

1/z4
+�40/1 CE��N�����0/B����!

/1�S���
�*�� 3������/14=������ V�1,�/1 �/B����)�LN�$��������� 3�H/1 
����2
��I$6V����I?/1��������!V!
������I����S�� V���
�C��2
��, /14��*�1,
���
�:L�/1I$I � h�i��|T
v7 "��2
���'&(��������)*�� ��H/1I_���=��2
�V/MI��� 
�������
I?/14���!aE��=�7L@���� V���
�x/B����) /1 
!a���
�A)*����������T����F/B�

I��� 
��4���I�I���4=�������
�SuF2
��������4��� 
4��A�1,_���
�K/B����)�/1 
!R,-��4�2
�������$�NEF/14HGT����
�S51/1 W!
���N��/�/1I���/1 
!
Y{/1����)*���b>b^o��I$!
���N4��� �������E
2(������ 
�����*���
�KP�����2
 
!a/1 
!W�'&(4��$����!aI��=5���Io���
�$,z���N5B/1 
�����W�� W��2
��40/1���
E���40/12
���N�1,����
��I?/1��P��@!
�����H/1 
4��q�-�� A���
�N�'&(�������)*�� ��H/1I
���=��2
�~���
��)*���������_���k/1E���2(����i�4�) ,-����)
���
�*/B����) � TS���
���:����LN�36a���
�x)*�3!
�$[F40/B������ a�1,����
�x������ ��H/1 
����2
�S!
��40/06"��/B���~/1 
!"���
�xI��=5���I���
�$,z���1,����
�N�'&(4��$����!C���H/B����L���I�I
E�N!
2
�N���S�� 
I$6K���
�N��/1!
�?/B���$5��{���0/14=������ ~�� ~���
��EF/14'G�>7���=uF��4=����!
[F��I�!D+%/1 
!W���
�=6RE����F/05�������LN��I�IpE��K����)*��I�/B�����*���
�K40/1���A�1,g���
�K4�I?/1������40/1IJ!
�����I��q�� y,-���� 3���1,�/
)*����������+(�����q����4'�H�$�� Wf(T f(T

� ��� � � . ���  -/ �  � . ���	��� � � . � �  . � . � , � � � ,  � � � .
	  � � � � � � � � 	 � / /  +/

v7 M���
��/1������4�I�� ���ni��D/B2(�H�
�1����4��� 
����!
������!M���
�������=����40/1I�I$6~/K��6�������) LN�
��4'�M)*�3!
��I�I���!*��2
�@�'&(�����b>
��)*�� 3�H/1I
���=��2
�D+�LN�
������/q��)C/1I�IF�F/1���

ε ≈ 4%
�1,D���
��I���P�������)*�$������!~,-����) /SI?/1�������'&(4��$����! Q / +���� y����4���I�I��$)C/n����!OE36M���
�SI��� 
�N/1 
!y���
�� R���=���������=uF��4=����!WE�6O���
�S)*�$�����1�@���}L�/1��!
�����
�S�$�� DT

���
�=6y40/1I�4�2
I?/B����!O���
�S������ ��H/1 
����2
��!
��40/06y��/B���S)*��!
�$[F40/B���$�� y/1 
!y���
�S�'&(4��$����!WI��=5���Ip���
�$,z�
�1,g/A�7L{�B>7I��=5���Ip/B����)s�� O,-���� ��N�1,_/x���� 
P�I��:)~�������1�{2
���� 
P~�������2
��EF/B������ O���
������6M,-����/1 W/n�H�1)*��4
��/1)*��I$���1 
�?/B X�� X���
�y���1�H/B���� 
PaL{/05��R/1�
�
���}&(��)C/B���$�� DT����
�y�32F/1 ���������!m[F��I�!�)*�3!
���xLN�
��4H�
L{�����S2
����!W�� O���F/B�N)*��!
��Ip/1���:����I�2(������ 
���1,_�
��)*��P��� 
����2
�:�=>b; �W/n&�L@��I�Ip���32F/B������ 
��T
���
�:)*��!
�$[F��!M!
��40/06O��/B���:/1 
!M���
�S/B����)*��4�!
�=��2
 
�� 
PA,-����) �������� F/1 
4��*�-���32
�$51/1I��� ��{���A���
�

I��=5���ID���
��,z� � LN��I�IDE�

Γ(z) = Γo − εΓo cos(2kz),
�-d
T$��? �

��i



∆(z) = ∆o − ε
Γo
2

sin(2kz).
� d(T$�}e �

vw�S40/1 `�0/1����I$6aE��~������ `���F/B�S���
�*/1 
��L@���SLN�
��4H�`���S!
�����$5���!`�� ���ni���!
�$#%�����:E36V/M, /14=�����S�1,
f ���q,-����)s9k�32F/B������ 
�Nf(T$�n�A/1 
!yf(T$��?(+�LN�
��4'�y/1���:!
�����$5���!O,-���@���
�:40/1���S�B,g/1 O4�I?/1������40/1I%!
������I��
�� C,-���� ��{�1,o/K)*����������Tovw�{L@��2
I�!ME���5�����6C�� 3�������������� 
Pq���A������,-����) /1 O�'&(�������)*�� ��{���A)*�0/1��2
���
���
�C/1E
����I�2(���~)C/BP� 
�$��2
!
�x�1,@���
�*�=#%��4=�A/1 
!V���R4���)*�F/1���x���
�*40/1I$4�2
I?/B������ 
��,-���q/B �/1 ����� 
 F/
/1 
!W/1 R/B����)RT
l��������� C,-����) 9k�32F/B������ 
��d
T$��?q/1 
!*d
T$�}e:���
�N)*��!
�$[F��!~!
��40/06*��/B����/1 
!~���
��)*�3!
�$[F��!*I��=5���I

���
�$,z�g!
����� 
!~�� 
I$6q�� 
ε
/B 
!A���
�{���� K)*���������b>7!
�$���H/1 
4��1+1E
2(�k!
�� 
�1�g!
������ 
!~�� K���
�{�� ����� 
���$�������

�1,p���
���'&(4��$���� 
PAI?/1��������Tg���
���{���@/14=��2F/1I�I$6*/K4��� 
�����32
�� 
40�:�1,p���
����/1!
��/B���$5������0/14'�H�$�� O/1�@�� C���
�
40/1���{�1,/1 x/1 3���� 
 F/(+�E
2(�g�$�_40/1 A 
�1�gE��{/���2(�*4����� ���/1��P�2
)*�� ��_,-���J���
��/B4=������ A�1,
���
�{)~��!
�$[F��!
51/14=2
2
)t[F��I�! �
�Z�F/B�:����/1I����M�� ��������������� 
PM/1E���2(�����
�����NL{����G+%�������F/B�����
�=6W��2
4�4�����!
��!`�� W4���)*�
2(���� 
P*���
�

/B����)*��4��=5���I�2(������ A/1 
!A[F��I�!x�=5���I�2(������ K�� A��2
4'�~/���6�������)R+��� K���
�{40/1���@LN�
�� x���
��/B����)x>7)*�$�����1�
!
�����H/1 
4�������)A2
4H�MI?/1��P����k���
�� C���
��4����
������ 
4��:I��� 
P1���C�1,D���
��uF2
��������4��� 
4��1+
�|T �1T

z À c/Γ
/1 
!

���
�=6~�=5��� M)C/BG��N 32
)*������40/1I
����)x2
I�/B���$�� 
�g,-���g���
���� �������)*��!
�?/B����4�/1���1+3LN�
�� C���
��/B����)x>7)*�$�����1�
!
�����H/1 
4��S�����1,o���
�S����!
���N�1,o���
�S4��1�
������ 
4��KI��� 
P1���y�1,g/1 y��)*�$������!y�
�
�1���� DT
�{�
�� 
�=L�!
��40/}6A��/B����/1 
!x!
�=��2
 
�� 
P:40/1 xE��{��2
E
�����$��2(����!~�� ��������
�����(����40/BI Q I��34'�A���32F/B������ 
����~40/1I�4�2
I?/B���:�����0/1!(6O���H/B���q/B����) 51/1���?/1E
I�����+
��2
4H�a/1�������
2
I?/B������ O�1,g/1 y�'&(4��$����!RI��=5���I|T

�1h



� �  � 
 ��� 
�� � � � �a���  ����� � ��
a� � 


���
�����
��,z�{�1,o/1 M�'&(4��$����!OI��=5���I�����P��=���
����LN�$���C���
��)*��!
�$[F��!C������ ��H/1 
����2
��!
��4�/}6C��/B����������2
I$���
�� `/y4H�F/1 
P��~�1,@���
�~�������� F/1 
4��*I��� 
�����F/1���1+DLN�
��4'�`���:��)*����������E
I$�K���R)*�0/1��2
���~!
������4=��I$6W,-����)
���
��������4=����2
) �1,D�������� F/1 
4���uF2
��������4��� 
4��1T����
���� 
!
������4=��������4=��������4����
��4�)*�=���
�3!*2
����!M�� *��2
�
�'&(��������)*�� ���L{/1�k���S)*�0/1��2
����/:�
�F/1�������
�$,z��E�=�bL@���� *���
�NP������� *�� �������,-������ 
4��N,-���� 
P�����/1 
!x���
�
����!a,-���$ 
P����~�-4���������I?/B������ W�
�F/1��� � +%LN�
��4H�"!
������ 
!
�S�� W���
�A�� 3���� 
���$���������1,k���
�AP������� V/1 
!"����!I?/1��������/1 
!y���
������!
�'�H2
 
�$ 
P���T
���
��I��=5���I��g�1, 138 Q / + ���� A,-����) /

Λ
>7��6�������)R+3/1�k���
�}LN ~�� ~U_��P
T���T$��T_���
�N�=5���I�2(������ A�1,���2
4H�

/S��6�������) 2
 
!
����I?/1�������'&(4��$�H/B������ ~����!
�=��4=���$E���!CE36A���
�����(����40/1I Q I���4H�*���32F/B������ 
��� * Q 9 � +������1+,-���@�'&
/1)*�
I�� � h�e(+7�1j��|Tg���
�$* Q 9X�� M��2
�@40/1���S/1����!
�����$5���!M,-����) ���
��)C/1�������@���32F/B������ C,-���{/1 
?n>7I��=5���Io/B����)*��4:!
�� 
���$�b6R��������/B����� � hD?��o!
����4�����E
�� 
P*���
�K�� ������� F/1IJ!(6� F/1)*��4����1,�/*I?/1������!
���$5��� 
/B����)tLN�$���R!
���������F/B���$5��S�
����4�������������2
4H�"/1�������� ��H/1 
����2
����)*���������� DT@���
�q�'&(4��$�H/B������ R������4=����/
40/1 RE��S40/1I�4�2
I?/B����!O �2
)*������40/1I�I�6M/1 
!W/1���:2
����!R���x[
���'&(�������)*�� 3�H/1ID!F/B�H/(T
���
��EF/14HGK/14=������ A�1,%/�)*���������o40/1 xE��{�� 
4�����������/B����!A�� ��������
��* Q 9VE�6K�H/1G3�� 
P��� ����:/14�4���2
 �����
��)*��!
�$[F��!S����� 3�H/1 
����2
�J��)*���������� :��/B����/1 
!S���
��I��'5���I����
�$,z�p,-����)�9k�32F/B������ 
�Jd
T$��?N/B 
!qd
T$�}e(T

���
�q�
�F/1���S���
�$,z�NE��=�7L@���� a����!W/1 
!yP������� y,-���$ 
P����N40/1 O���
�� WE�S40/1I�4�2
I?/B����!y 32
)*������40/1I�I�6�T

� ��� �����  #2 . � � �-, � ,! � ����� * � . �! #"�
�p�=�:2
�:4��� 
����!
���:/M���� 
P�I��q���
�����'>7I��=5���Ig/B����) �� �������/14=���� 
PCLN�$���W�bL@�OI?/1������E��0/1)*��+p/1�������� V�� 
U_��P
TFi�T$��Tk��/1E
�%,-�����32
�� 
4�������/1���:!
�=[F 
��!R2
���� 
PA���
�S)C/B����� &M��I���)*�� ��{,-���@���
�S!
�����I���)*��)*�= 3�
�1,_�0/14'�y����/1 
���$������ 

Ωg =
� PS

�
g

~

�|i�T$� �

Ωr =
� PD

�
r

~

�|i�T � �
���
�C�� ����� 
���$�������q�1,�E�1����I?/1�������K/1���*�32
�$���C�
��P��D+o�|T �1TM���
�M��/1E
�k,-�����32
�� 
4=6����S�� ����
�*���b>

!
���~�1,����
�y������ ��H/1 
����2
�*!
��40/06m��/B���1+��
�� 
4��y���
�OI?/1�����x[F�=I�!
�~40/1 �E��O�����0/B����!�/1�x4�I?/1������40/1I
��I���4=������)C/1P� 
�=����4�L�/05���� �

g
���� 

(ωgt)
/1 
! �

r
���� 

(ωrt)
LN�$���y������4=����/1IDLN��!(���
�

δωg
/1 
!

δωr
T

���
�q/B����)*��4:��/1)*��I����� 
��/1 O�� O���
�SEF/B���$�N�1,g/B����)*��4����H/B����� |S〉 + |P 〉 + |D〉 ����!
�=[F 
��!WE�6

Hatom =
∑

i

~ωi|i〉〈i|,
�|i�T f �

���



U_��P�2
���Si�T$� �m���
�����'>7I��=5���I�/B����)�LN�$���X����P��� 
���H/B����� |S〉 + |P 〉 + |D〉 +�I?/1�����K[F��I�!
� � g

/1 
! �
r

+
��/1E
�%,-�����32
�� 
4������

Ωg
/1 
!

Ωr
+FP������� W/1 
!y����!RI?/1������!
�=��2
 
�� 
P��

∆g
/1 
!

∆r
T

LN�
�����q� & S, P,D T�l�����2
)*�� 
PC/~!
������I��:�$ 3������/14=������ OE��=�7L{���� W���
�q/B����)�/1 
!y���
�qI?/1������[F��I�!
�
L@�q40/1 RLN���$���:���
�:���1�H/1IJ��/1)*��I����� 
��/1 O2
���� 
P~���
�q���1�H/B���� 
PAL�/05��A/1�
�
���0&(��)C/B���$�� `� �p�"l � +F�� )C/B������&C,-����)s�� O���
�S��/1)*�:EF/1������/1�����
�S/B����)*��4:��/1)*��I����� 
��/1 � ����+b�����

�
= Hatom +Hint = ~





ωSP
Ωg

2
e+iωgt 0

Ωg

2
e+iωgt 0 Ωr

2
e+iωrt

0 Ωr

2
e+iωrt ωPD



 .
�|i�T d �

l�I$���
��2
P��a���
���:��/1)~��I$���� 
��/1 W!
������ 
�1�:!
����4�����E��x!
���������F/B���$5��K�
���34����������0+J��2
4H�`/1�:����� 3�H/n>
 
����2
��!
��40/06x,-����) ���
�

P
>7I��=5���I(���

S
>_/1 
!

D
>7I��=5���I���+����
�������� ��H/1 
����2
��!
��40/}6x40/1 ~E��N�� �5���G���!

/1�S/1 "�� �������/14=������ a�1,@/1 `/B����)*��4q!
������I��qLN�$���a���
�A51/14�2
2
) [F��I�!DTK�J�O,-��I�I��}L ���
���:/1�
�
����/14H�
�� 
�K)x2
����2
���K���
�K�32F/1 3��������!W[F��I�!a�� W���
�K!
����4������(������ a�� 
�����0/1!a�1,�4�I?/1������40/1Ip[F��I�!
��+D�����A��2
E�>
����4=������ Rd
T$��T$��T
Q 6�,-��I�I��}LN�$ 
PV/a!
�$#%������ 3�*/1�
�
����/14H�X���
�y������ ��H/1 
����2
�~!
��40/06m��/B���y/1 
!X[F 
�$���OI?/1�����A,-���'>�32
�� 
4=6WLN��!(���a40/1 "E��A�� �������!
2
4���!"/1��!
���������F/B������ R)*��4'�F/1 
����)*��!
2
�A���C���
�K4���2
�
I��� 
PC�1,�/1 

/B����)����C���
�A�� ([F 
�$���q 32
)xE�����1,g51/14�2
2
)���I��=4=�����1)C/1P� 
�=����4q)*��!
����+%����+%�� W�1���
����L@����!
��+p/1�
/y4��� 
 
��4=������ V���y���
�~�'&������� F/1I��
�0/B��>7EF/B���DT*v7 V���F/B�q40/1���~���
�C/B����)*�$4x���H/B�����K/1���~ 
�RI��� 
P����
�
2
���S���H/B������+�/1 
!O���
�S��6�������).����!
����4�����E��!RLN�$���R/x!
�� 
���$�b6O��������/B�����

ρ̂
L����������� R/1�

ρ̂ =
∑

i,j=S,P,D

ρij|i〉〈j|.
�|i�T i �

�{�
�q!
�?/1P��� F/1I%��I���)*�= 3�����1,o���
�S!
�� 
���$�76O��������/B����� 〈i|ρ|i〉 /1���:���
�:�
����EF/1E
��I������$�����1,J[F 
!
�� 
P/1 a/B����).�� R���H/B��� |i〉 T�UF�����'&
/1)*�
I��1+�� W��2
���'&(��������)*�� ������
�K�� ����� 
���$�b6y�1,g���
�quF2
��������4��� 
4��

��?



�-���{��40/n����������! � I���P����@���@�
���������������� F/1IF���K���
���
����EF/1E
��I��$�76~�1,JE����� 
PA�� C���
���'&(4��$����!O���H/B���1+F/1 
!����40/1I�4�2
I?/B����!R/1�

Pe = 〈P |ρ̂|P 〉 = ρpp.
�|i�T h ����
�M���32F/B������ ��1,N)*�1������ `,-���S�H�
�M/B����)*��4*!
�� 
���$�76���������/B�����K��E�=6��A���
�.�p����2(5���I�I$�~���32F/n>

������ �� �1f��|+
dρ̂

dt
= − i

~
[

�
, ρ̂] + � damp(ρ̂).

�|i�T � �
LN�
�����N���
�{[F������������) 4��������������� 
!
���������
� c 4H�
��'�!
�� 
P����k���32F/B������ */B 
! � damp

!
����4�����E����!
��������>
�F/B���$5����
����4�����������!
2
�:���A���
�S����� 3�H/1 
����2
�N!
��40/06O�1,J���
�S2
�
����N���H/B���1T����
�S�1������/B����� � damp�F/1�����
�:,-��I�I��}LN�� 
PAP��� 
����/1ID,-����)

� damp(ρ) = −
1

2

∑

m

C+mCmρ+ ρC+mCm − 2CmρC
+
m,

�|i�T ? �
LN�
���������
�N��������/B�������

Cm

!
����4�����E���!
�$#%������ ���!
���������F/B������ ~)*�=4'�F/1 
����)*��T_v7 C�F/1������4�2
I?/1��+������� �>
�H/1 
����2
�{!
��40/}6C���@!
����4�����E���!yE�6

C =
√
Γσ−

Tk���
����������/B�����
σ−

���{/KI��}L{������ 
PK�������/B������/1 
!
!
�� 
�1���������
�S����/1 
���$������ y,-����)t���
�q2
�
������I��=5���Io�� ����~���
�KI��}L@������ 
�1T�l�I����
+�!
�=4����
������ 
40�A!
2
�
���A���
��[F 
�$����I?/1�����{I��� 
�=LN��!(���M40/1 OE��:�� 
4�I�2
!
��!M�� � damp

+F/1 
!O���{P��$5��� OE�6
C =

√
2δωi|i〉〈i|

T
9k�32F/B������ yi�T ?K4�/1 OE�������/1 
��,-����)*��!M�� ����A/K��6�������)s�1,JI��� 
�0/1�����32F/B������ 
��� �����|Tg���
�����:I��� 
�0/1�

���32F/B������ 
�y/1���"G3 
�nLN \/1�M���
�"���(����40/1I Q I���4H�Z���32F/B������ 
��T c ���0/1!(6�>7���H/B���V����I�2(������ 
�M�1,S���
�!
�� 
���$�b6O)C/B������&
ρ(∞)

40/1 RE�S40/1I�4�2
I?/B����!y 32
)*������40/1I�I�6*,-���1)s���
�����SI��� 
�0/1�{���32F/B������ 
��T

� �'� � � � � . � . �! #"� 2 � � .0/1�
���
�:���
�����'>7I��=5���IJ/B����) !
����4������(������ MLN�
��4'�y�F/1��E����� y!
����4�����E���!R�� M���
�:�
���=5�����2
������4=������ y40/1 
E��y�'&(�F/1 
!
��!��� 3���V/1 ?n>7I��=5���I{)*��!
��I@���V40/1I�4�2
I?/B���M���
�y�=5���I�2(������ �/1 
!m�����0/1!(6m���H/B���yI��=5���I
�����
2
I?/B������ 
�A�1,�/V���0/1IN/B����) � hD?��|+�LN�
�����y���
�O���
�����y������P��� F/1I@I��=5���I��*/1���O 
�nLt���
I��$�x�� ����8?
I��=5���I���!
2
�:���x���
�S�
�������� 
4��K�1,o���
�S)C/1P� 
�=����4�[F��I�!DT
l� `�'&(4��$�H/B������ "������4=����2
) ���S/y����4�����!`�1,�uF2
��������4��� 
4��C�� ����� 
���$�b6W5�������2
�q���
�~!
�=��2
 
�� 
Py�1,

���
�:P������� y���{����!yI?/1������Tk���
�:�� ����� 
���$�b6C�1,J���
�:����!O����P1���=�� OuF2
��������4��� 
40�S40/1 yE��:40/1I�4=2
I?/B����!
,-����)s���
�:,-����)A2
I?/1�

�
g = Γgρpp,

�|i�T e �/1 
!
�
r = Γrρpp.

�|i�T$�}j ����
�NuF2
��������4��� 
4���I���P��3�k���k)*�0/1��2
����!*LN�$���C/S�
�
�1���B>7)A2
I$���$�
I$�$���_��2
E��1T Q 6x4'�
�3������ 
PK/S4���I����[FI$�����SL@�C/1���C/1E
I��x���R)*�0/1��2
���~���
�*�� 3���� 
���$�76V/B�A/y����I���4=����!�L{/05���I��� 
P1���DTM���
�C���1�
2
I?/B������ 
ρpp

,-����/1 �6M���=���1,o�F/1��/1)*�=�������{����/A�����0/1!(6O���H/B���:����I�2(������ M�1,J���
��* Q 9�/1 
!y40/1 yE�:2
����!y���[
���'&(��������)*�� ��H/1ID������4=����/(+�����:,-�����'&
/1)*�
I��SU_��P
TFi�T ��T

�1e



-40 -30 -20 -10 0 10 20

100

200

300

400

500

600

700

800

900

Red (650 nm) laser detuning   (MHz)

PM
T 

co
un

ts
 p

er
 0

.1
 s

ec

U_��P�2
���Si�T � �*9_&(4��$�H/B������ A������4=����2
)<�1,��������� F/1 
4��{uF2
��������4��� 
40�K�-E
I�2
�{4�����4�I���� � /B�kd�e�f� 
)RTgU_�$��1,_���
�I?n>7I��=5���I * Q 9 �-P������� WI��� 
� � ���*���
�q�'&(��������)*�� ��H/1IJ!F/B�H/~LN�$���R�F/1��/1)*�=���������
∆g & �"�}f(T$�ni*�W���1+ Sg & j(T f�i�+ Sr & ��T f�h(+

δω & i1j~G����1+ u & d
T f1dM�W���1+ α
& e�j ◦ T

l��~�H&(����4=����!D+����
�O������4=����2
) �1,��������� F/1 
4��MuF2
��������4��� 
40�y�F/1�~/ �p������ 3�����?/1 X���F/1��OLN�$���
,-��2
�* 
�1��4H�
���M�� ��$�0TZ���
�����a 
�1��4H�
���O/1���RG3 
�nLN Z/1�C!F/1��GX�������� F/1 
4����O/1 
!Z/1�
���0/1�~LN�
�� 
!
�=��2
 
�� 
P��N�1,o���
�:P������� W/1 
!R����!RI?/1�����{4����� 
4���!
�S/1 
!y���
�S/B����)t�$�����(����40/1I�I$6*�
2
)*����!R�� ����*/
��2
������������$������ y�1,o�H�
�

S
/1 
!

D
���H/B������T����
�� R���
�q/B����)s����)*�
I$6C!
�����N 
�1�K�=�����������
�SI���P��3�0T

�{�
�M[
�x�1,����
� * Q 9�� �A���W���
�M�'&(��������)*�� ��H/1I@!F/B�H/W�� F/1E
I����K���
�M!
�=������)*�� F/B������ ��1,�/a���=��1,k�F/1��/1)*�=������� � hD?��|+� F/1)*��I$6 �����
�K��/B��2
��/B������ R�F/1��/1)*�=���������1,g���
�KP������� "/1 
!W���
�q����!aI?/1�������
�
S = Ω

Γ
� +N���
�"!
�=��2
 
�� 
P��O�1,S���
�"I?/1�������O����I?/B���$5��W�������
�V/B����)*��4 Q ���
�M,-�����32
�� 
4=6 �

∆ =
ωlaser − ωatom � +���
�  ����)C/1 W���
I��$������ 
Pa� u = 0.14MHz

G
× B � +����
�KI��� 
�'>wLN��!(���
�N�1,�I?/1������� δω/1 
!y���
�q/1 
P1I��

α
E��=�7L{���� W)C/1P� 
�=����4�[F��I�!R/1 
!y���
�S����I?/1������/B�����1 O�1,o���
�SI���P����{[F��I�!
��T

� ��� �  -/ / � , � . �! #" 2 � �� �
v7 m��2
�A�'&(��������)*�� ��H/1I@���=��2
�D+@/1�x������ ��� XU_��P
Tg��T f(+�/a���� 
P�I��C)*���������K���=uF�=4=���*/"�F/1���x�1,N���
�
�������� F/1 
4��OuF2
��������4��� 
4��R�� 
!
2
4��� 
PV/a���
�$,z�x�1,����
�O2
�
�����xI��=5���I@����P��=���
���ALN�$����/a4H�F/1 
P��y�1,
���
�*!
��40/06`��/B���1T.�� (,-������2
 F/B����I$61+o�$�q���S 
�1�K���������E
I��~���R)*�0/1��2
���*I��=5���I����
�$,z���q�� V���
�*����!
���
�1,@���'5�����/1I���2
 
!
����!
�q�1,{G����~,-����)�������4=����/RI���G1�A���F/B�q���
�nLN ��$ �U_��P
Tpi�T �O!
2
�~���y����I?/B���$5���I$6
I��}L �z,-�������
�����b6���:�B,J)*�0/1��2
����)*�� 3� � ����P� F/1I�>w���n>7 
���$������/B�����
T ���1���1+(!F/1��G*�������� F/1 
4���������)C/1�� 

f�j



-30 -20 -10 0 10 20

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

Red (650 nm) laser detuning  (MHz)

P
o

p
u

la
ti
o

n
 o

f 
th

e
 P

-s
ta

te

U_��P�2
���qi�T f �O�R��!
�$[F��!C�'&(4��$�H/B������ *�����4=����/A/B�@!
�$#%������ ��@���� �>7)*�$�������k!
�����H/1 
4�����+3LN�
�� 
2kz & j�-����!OI��� 
� � + π/2 �-P������= yI��� 
� � + π �-E
I�2
��I��� 
� � + 3π/2 �-)C/1P��� 3�H/qI��� 
� � Tk^_/1��/1)*�=�������/1���

ε & j(T d
+ ∆g & ��nix�W���1+ Sg & j(T i�+ Sr & ��+
δl & i1jxG����1+ α & e�j ◦ T

/B�����
�A��/1)*�K�������$������ W�� R���
�A�'&(4��$�H/B������ W������4=����2
)R+%����P�/1��!
I��������1,k���
�A���� �>7)~�$�������N!
�����H/1 
4��
E���40/12
���K�1,o���
�����N!
�����= 
!
�� F4��K�� R�� 
I$6M���
�:,-�����32
�� 
4=6R!
�$#%������ 
4��qE��=�7L@���� W���
�q����!W/1 
!y���
�
P������� �I?/1��������T�*�,�4���2
�����1+g���
�����C!F/1��GV�������� F/1 
4��O/1���C)A2
4H�� F/1�����}L@���q���F/1 ����
�CI��� 
�~�$������I$,
/1 
!D+F�������F/1�
��+F)C/}6ME�S2
���=!W�� y�1���
���N�
����4��������1 R�1�(�H�$40/1ID�'&(��������)*�� �����T
���}L@�=5�����+3���
�����N����/1 
�1���
���kL{/}6A���S)C/1G��N/:)*���������� 
���$���$5��N!
�=����4=������ ~�1,%���
�N�'&(4��$����!*I��=5���I

���
�$,z���� 
!
2
4���!yE�6O/A)*����������T_���
����I��=5���ID���
�$,z�@LN��I�I�4'�F/1 
P������
�:!
�'�H2
 
�$ 
P~�1,oE�1���yI?/1�������@LN�$���
����������4=�N���A���
�S/B����)*��4��������� F/1 
4��1+/1 
!M���
�:������ ��H/1 
����2
�N!
��40/06O��/B������ M���
�:P������� y4'�F/1 
 
�=I
LN��I�I_/1I����ME�x)*�3!
�$[F��!DT����
�x 
�=L !
�=��2
 
�� 
P��:/1 
!"�����1 3�H/1 
����2
�:!
��40/06a��/B���A!
����� 
!V�� a���
�
���� �>7)*�$�������@!
�����H/1 
4��q/1 
!W/1���

Γg −→ Γg − εΓg cos(2kz),
�|i�T$��� �

∆g,r −→ ∆g,r − (εΓg/2) sin(2kz).
�|i�T$�n� �

���
�{)*��!
�$[F�=!A!
�=��2
 
�� 
P��g/1 
!A!
��40/06A��/B���@4�/1 xE��@�� 
4�����������/B����!K�� ��������
� Q I���4H�K���32F/B������ 
��T���
�S40/BI�4�2
I?/B����!O�'&(4��$�H/B������ M������4=����/A5�������2
�N!
�=��2
 
�� 
Px�1,J���
�:����!yI?/1�����{/1 
!R/B��!
�$#%������ ������� �>
)*���������g!
�����H/1 
4����@/1���N���
�}LN C�� *U_��P
T�i�T f(Tgv7 ~���
���k[FP�2
�������
��51/1I�2
���1,

ε
����4H�
������ *���qE��I?/1��P��

�b�}jO����)*���:)*�����x���F/1 V���
�*���0/1Ik�'&(��������)*�� ��H/1Ig51/1I�2
� � � 2
���q���R���
�}L<���
�*�=#%��4=�0TCl��q40/1 `E��
������ a,-����)s���
�����A�����4=����/(+����
�q�'&(4��$����!a���H/B���q�����
2
I?/B������ y�F/1��/~ 
�� �>w�����$5��?/1ID!
������ 
!
�� 
4��x�� 

f(�



���� �>7)*�$�����1�S!
�����H/1 
4��1TR;������= 
!
�� 
P"�� `���
�C���� �>7)~���������:!
�����H/1 
4��*���
�C�������� F/1 
4��*LN��I�Ig�H/1G��M/
!
�$#%������ ����������$������ R/14��������N���
�S!
�=��2
 
�� 
PC/n&(����+�/1 
!y����P��=���
����LN�$���RI��� 
�=LN��!(���yE
����/1!
�� 
�� 
P*���
 F/1�����}LN�� 
Px�$�{40/12
������/A�
�F/1���S!
�$#%������ 
4��:E��=�7L@���� y���
�:�
�F/1���S�1,J���
�:P������� y�� �������,-������ 
4��S/1 
!
���
�������
2
I?/B������ ~�1,D���
��^_>7���H/B���1+

ρpp
Tkv7 C�1���
����L@����!
��+(�$,%L@��L{��2
I�!*)*�0/1��2
��������)A2
I$�H/1 
����2
��I$6

���
�C�� ����� 
���$�������q�1,{���
�MP1���=�� m/1 
!�����!�4H�F/1 
 
��I��qLN�
��I��*��40/1 
 
�� 
PW���
�C���� �>7)~���������S!
�����H/1 
4��1+
/1�S�$�q���S!
����4�����E��!��� V����4=������ X��T f(+o/1 
!`���
�~!
�=��2
 
�� 
P��q�1,{E��1���`I?/1�������:L{��2
I�!`E�~[(&(��!D+oL@�
L@��2
I�!y�����:���F/B�����
�:�
�F/1���S�1,J���
�SP������� y�� �������,-������ 
4��:,-���� 
P�����!
�$#%�����@,-����) ���
�:�
�F/1���S�1,o���
�
����!M)*��!
2
I?/B���$�� ~,-���� 
P�����+3LN�
��I��N���
�����������3!
�@�1,D���
������,-���� 
P����{/1���N���
����/1)*��/1 
!M���32F/1I

λg/2
T

���
���S�=#%��4=�K���:���
�}LN ��� `U_��P
TJi�T d
T~���
�~�
�F/1���*!
�$#%������ 
4��*E�=�bL@���� ����
�~P������� `�� 3������,-������ 
4=�
,-���� 
P����N/1 
!R����!R)*�3!
2
I?/B�����1 M,-���� 
P�����!
�=������)*�� 
�������
�S4���������I?/B������ M�
�F/1���1T
�N������L@�� 
�1����/1P�/1�� :���F/B�o�� KU_��P
Tn��T dN���
��,-���� 
P����J�F/05������
�������$�����
�F/1���1+1�|T �1T_/N)C/n&(��)A2
)\�� 

���
��P������� *,-���� 
P�����4�������������� 
!
�@���S���
��)*�� 
��)A2
) �� ~���
������!C����P� F/1I|T_���
���'&(�
I?/1 F/n�H�$�� *P��$5��� 
L{/1�����F/B��/q)*�� 
��)K2
)<�1,

ρpp
�F/1�����K4����� 
4���!
�NLN�$���M/q)C/n&(��)A2
)<�1,

Γg
!
2
�����K���
���� 
4����0/1����!

!
�������
2
I?/B������ "�1,����
�~2
�
�����SI��=5���I�� h��|T *�,{4���2
�����x���
���S�'&(�
I?/1 F/n�H�$�� V���:�}5���������)*�
I���[F��!D+J/1 
!
���F/B�N)*�0/1��2
����)*�� ���L{/1� � 2
����/xI�2
4HG�6M�'&
/1)*�
I��:!
2
�����x���
��, /14=�����F/B�����
�:4���������I?/B������ M�
�F/1���
�� W���
�A5���4��� 
�$�76R�1,k���
�x�������� F/1 
4��x�����=�32F/1I_���"��?�j

◦
,-�������
�x 
����)C/1IoI?/1�������F/1��/1)*�=��������TqU/1�

,-����)s�������� F/1 
4��S���
�S4���������I?/B������ O�
�F/1���S�����
������2
)*��!R���~E�q���32F/BIp��� ���?�j
◦
� fD?��|T

v7 ����
�a40/1���"�1,S��)C/1I�I
ε
+����
�a�'&(4��$����!Z���H/B���a�����
2
I?/B������ /B�C[(&(��!�I?/1�����C!
�=��2
 
�� 
P��O/1 
!

�� ����� 
���$��������40/1 RE�:LN���$������ R�� O���
�:,-�1I�I��}LN�� 
PK,-����)

ρpp = A1 + ε[A2 cos(2kz) + A3 sin(2kz)],
�|i�T$�}f �

L��
�������32F/1 ����$�������
A1, A2, A3

!
������ 
!C�1 x���
�NI?/1�����g�� 3���� 
���$�������k/1 
!~!
�=��2
 
�� 
P������ni��|To���$����>
��2(�@/:I��=5��=I���
�$,z�0+����
��, /14=�����

A3
51/1 
�����
����+�/1 
!~���
������
2
I?/B������ x�1,%���
�N�'&(4��$����!C���H/B���

ρpp
/1 
!

2kz

P
M

T
 c

o
u

n
ts

Correlation phase

U_��P�2
���Si�T d������
���q[FP�2
���C��I�I$2
���H��/B�����:���
�C!
�=[F 
�$������ ��1,{���
�C4���������I?/B������ `�
�F/1���1TW���
�MP������� 
�� �������,-������ 
4��q,-���� 
P1����/1 
!R���
�q)*��!
2
I?/B����!y����!a����P� F/1IJ/1���q)*�0/1��2
����!W����)A2
I$�H/1 
�'>
��2
��I$6ALN�
��I�����40/1 
 
�� 
PS���
������ �>7)~�$�������g!
�����H/1 
4��1Tg���
���
�F/1����!
�$#%������ 
4���E��=�7L@���� 
���
�����:�bL@�*����P� F/1I%���N40/1I�I$��!O���
�S4���������I?/B������ M�
�F/1���1T

f��



-30 -20 -10 0 10 20

π/2

π  

 

3π/2 

Red (650 nm) laser detuning,  (MHz)

P
h
a
s
e
 b

e
tw

e
e
n
 g

re
e
n
 a

n
d
 r

e
d
 f
ri
n
g
e
s

0

2π

U_��P�2
���qi�T i �1Y@��������I?/B������ ~�
�F/1����E��=�7L@���� OP������� M/1 
!C����!C,-���� 
P�����+340/1I�4�2
I?/B����!~LN�$���~�H�
����/1)*�
I?/1�������F/1��/1)*�=��������/1�{,-���NU_��P
TFi�T f(T

P������� X�� �������,-������ 
4��M����P� F/1I��F/}5��M���
������$���C�
�F/1���1T"���}L{�'5����K���
�M�'&(�������� 
4��M�1,�/WI��'5���I����
�$,z�
I��0/1!
�����*/x���
�$,z�N�1,o���
�S4���������I?/B������ O�
�F/1���:,-����) ± ��?�j ◦ T���
�q4���������I?/B������ y�
�F/1���q!
������ 
!
���� y���
�qI?/1�����N!
�=��2
 
�� 
P����@�$,b+(,-���N�'&
/1)*�
I��1+
���
�q����!WI?/1�����
����!
�=��2
 
��!VL@��I�IgE���I��}L �������� F/1 
4��*/1 
!V�����������
���!`�� a,-�����32
�� 
4=6"���}L{/1��!
�����
�xE
I�2
�x����!
�A�1,
���
�S�������� F/1 
4��1+F���
�� y���
�S4���������I?/B������ O�
�F/1���S�������=�� R���*4H�F/1 
P��SE�6yf�h�j

◦
T

���
�*E����F/05������S�1,@���
�*4���������I?/B������ V�
�F/1���~5�������2
�A!
�=��2
 
�� 
PR�1,@���
�*����!�I?/1�����S���S���
�}LN ��� 
U_��P
T�i�T i�TN���
�A4H�F/1 
P��K�� R���
�K4���������I?/B�����1 R�
�F/1���A���� 
�1��2
 
�$,-����)tLN���H�WI?/1������!
�=��2
 
�� 
P
+%/1 
!
���S����)*�$ 
����4��� 3�S�1,����
�~E����F/05������:�1,����
�~�
�F/1���*�1,{/y!F/1)*���!`����4���I�I?/n������+%LN�$���"���
�*/1!
!
�$������ 
�1,@,-��2
�:�'&�����/y���
��G1���S���y�$�0Tx���
�����C���
��G1���K/1���*/1�����34��?/B����!VLN�$���V���
�~!F/1��Ga�������� F/1 
4�����TCUF���
4������H/1�� RI?/1�����N�F/1��/1)*�=��������+F,-���N�� 
���H/1 
4��:LN�
�� W���
�q��/B��2
��/B������ y�1,_���
�q����!RI?/1�����N���N�
��P��D+
���
�
4���������I?/B������ y�
�F/1���q�� y���
�q����P����1 R�1,g�������$���$5��S!
�=��2
 
�� 
P*E��� 
!
��!
�nLN DT@���
�q���0/1���� RLN�36O���
���
�F/1�
���� 
������ 
�1��6��=��4�I��0/1��+F/1 
!R�����32
��������,-2
�����
���N����2
!(6�T
�R�0/1��2
���� 
Px���
�:�
�F/1���q/1 
!M���
�q/1)*�
I�����2
!
���1,o���
�:����!O,-���� 
P����{���N/KL{/}6M�1,o)*�0/1��2
���� 
PA���
�

I��=5���Io���
�$,z��/1 
!a)*��!
�$[F��!W������ ��H/1 
����2
��!
��40/06�T����
�A 
�'&���4'�F/1�(������LN��I�IJE�A!
�=5��1����!a���C���F/B�
�'&(��������)*�� ��H/1Ip����2
!(6�T

f�f





� � � � � ���V� 
 � � � 
 � 
 � �� ��� ��� �a��� � �

  
 �J� 
 � � 
 � �V��
 �	� ��


v7 ����
�*�
���=5�����2
�K4H�F/1�(�������qL{�*�F/}5��C���
�}LN ����F/B�q���
�CI��=5���I����
�$,z�K�1,@���
�C2
�
�����K���H/B���*�1,N/1 
/B����)��F/1���bL@�y�'&(��������)*�� ��H/1Ig����P� F/B��2
������T *� 
�~40/1 VE��A5����=L@��!�/1�q/M)*��4'�F/1 
��40/BIk/14=������ "�1,
���
�O���'�H�������=uF�=4=����!�[F��I�!X�� X���
�y/B����)R+g���
�O�1���
���x���x/a 
�� �>w�����$5��?/1I��'&(4��$�H/B������ X�
����EF/1E
��I����76
5�������2
��!
�=��2
 
�� 
P��N�1,o���
�SI?/1��������T
v7 m���
���~4H�F/1�(�����~L@�OLN��I�I{!
����4�����E��y���
�y�'&(��������)~�� 3�H/1I�������2
I$���x,-����) /1 m�� 3������,-������ 
4��y�'&3>

��������)*�� ��~�� XLN�
��4H�m���
�y�'&(4��$����!����H/B���y�����
2
I?/n�H�$�� X!
������ 
!
�C�� mI?/1�����x!
�=��2
 
�� 
P��*/1 
!m���
�
�� �>7)*����������!
�����H/1 
4��1Tq���
�~!
�=���� 
!
�� 
40�~�1,����
�x4���������I?/B������ W�
�F/1���W�-E�=�bL@���� `����!`/1 
!"P������� 
,-���� 
P���� � �� RI?/1������!
�=��2
 
�� 
P��N�����'&(�������)*�� 3�H/1ID�=5���!
�� 
4��q�1,o���
�q^_>7I��=5���Ip���
�$,z�0T���
�q�'&(��������)*�� ��H/1Ip���=��2
�a���{���
�q��/1)*�q/1�NL{/1��!
����4�����E���!W�� KY@�F/1�(��������+�/1 
!R���N���
�}LN W�� 
U_��P
T%��T f(T�l{��[F������L@�KLN��I�IJ!
����4�����E��A����)*�A/1!
!
�$������ F/1Ip)*�0/1��2
����)*�� �����+%��2
4'�V/1��E��0/1).L{/1�����
)*�0/1��2
����)*�� 3��/B�N���� y�������$������ y/1 
!RUgU_�]�1,_���
�SP1���=�� a/1 
!y����!y,-���� 
P�����T

����� ����� � * �-, � .��  � . ��� �  � *� � "�� / � .0/  -/ ���#� � . � � � � � 	
 #" .  . ��� �! #"

���
�"���� /1 
! �$���C)*���������~��)C/1P��y40/1 ZE��W��E
������5���!Z5�����2F/1I�I$6��H�
����2
P1� ���
���k�a�������0T�U_�� 
�
/1! � 2
����)*�� 3�y�B,q���
�"�n5�����I?/1�Z���O4����$����40/1I��� Z��E(�H/1�� 
�� 
P��
��P���>74��� �����/1���O�� �������,-������ 
4��",-���� 
P�����+
���F/B�:����LN��6a���
�����x�$�:/1 V/1!
!
�$������ F/1Io�
�������O/14=��2F/B�������� a���
�x)*�����������
��I�!
����,-����[F 
�A��2
 
�� 
P
E36`/1 �/1 
P�I��x�1,��}j

−2 ��/1!DT*�o�W��40/1 `���
����2
P��V���
���q/1 
P�I��xL@�*��2
�
�
I$6`/R; Y�>w5���I$�H/1P��x���R�� 
��1,J���
��[F 
�'>w��2
 
�� 
PA�
�������A����/1 
��I?/B��������+3LN�
��I������
���1���
���{�
�������x����)C/1�� 
�{/B�@���
�:��/1)*��5���I$�H/1P��1T
���
�R����I$�*�B,S/`)*���������x���C/14�4���)*�F/1 
����!�E�6�/`��)C/1I�IN/1)*��2
 ��*�1,:���� �>7)*�$�����1�x!
�����H/1 
4��W��40/1 
�� ���2
�C���=��2
�DT]���
�����=,-�����W���
�a/1�
���0/1��/1 
4��W�1,����
�W�� 3������,-������ 
4=�W,-���� 
P����*2
���� �����I$���$ 
P"���
�
)*���������q�� 
!
��40/B�����q���F/B�A���
�M���=�����B>7���=uF��4=����!mE��0/B) ���q,-��4�2
������!�/B�A���
�M�������$������ ��1,����
�O���� DT
���
�q�� �������,-������ 
4��S�F/B�������� R!
2
���� 
Px���
�q/1 
P1I��:��40/1 R�������
�nLN R�� RU_��P
T
h(T$��Tk���
�S�
���1[FI��:�1,o���
�
���=uF��4=����!RE��0/1)s/B�{���
���������$������ M�B,J���
�:�$�� O���@4�I��0/1��I$6*��E
������51/1E
I��1+F/1 
!M���
��E��0/1) L�/1�����{�������
40/1 RE��S��������)C/B����!O,-����) ���
�:����I$��/1 
P�I��:�1,o���
�S)*����������/1 
!O���
�:51/1I�2
�:�1,o���
�S4��� �����/1���0T
���
�N���
�������=����40/1I
!
�$#%��/14=������ xI���)*���_,-���k���
����l�� *]I��� 
��2
����!C�� ~��2
�k�'&(��������)*�� ��H/1IF���=��2
�C���

/1�
�
���}&(��)C/B����I�6~��T$�
µ
)RTo���
�{)*�0/1��2
����!xE�0/1) L{/1�����g!
�?/1)*�=�����o���_/1E���2(���

µ
)RTJ���{�
������2
)*�

���F/B�����
�K/14=��2F/1IpE��0/1)��������q���NE
��P�P����N!
2
�S���*���(����40/1Ip��)*�����,-��4=������ 
��+F�|T �1T{/1E�������/B������ y�1,_���
�
��l�� *]I��� 
��+����(����40/1I
)*����/1I$�$P� 
)*�� �����+��=��41T�UF���g�'&
/1)*�
I��1+��$,����
��I��� 
���k��/1 
!x���
����l�� *]I��� 
�
�F/}5��q����)*�K/n&(���N)*����)C/B��4H�D+F4���)C/*/1E
E�����/B������ R/1I����C/1�
���0/1����T{���
�K�� �������,-������ 
4��K�
���1[FI��:LN��I�I

f�i



0 1.1 2.2 3.3 4.4 5.5 6.6
1000

1500

2000

2500

3000

3500

Scan distance x (µm) 

F
lu

o
re

s
ce

n
ce

 In
te

n
s

ity
, c

ou
nt

s 
pe

r 
0.

1 
se

c

2 µm

xx

U_��P�2
���:h(T$� �F���
�VuF2
��������4��� 
4�����/B���V,-����) /����� 
P�I��"���� ]�� ]�� �������,-������ 
4����'&(�������)*�� 3�a/1�W/
,-2
 
4=������ ��1,A/mE��0/1) ��40/1 
 
�� 
P�!
�����H/1 
4��V�� �I?/B������/1I�!
������4=������ �-����P��3� � T c 40/1 !
�����H/1 
4����$�o40/1I�4�2
I�/B����!S,-����) /�����I$�o/1 
P�I$���1,F/�)*����������Tp���
�{/1!
!
�$������ F/1I1��4'�
��)*/B����4
���~�'&(�
I?/1�� O�'&(��������)*�� ��H/1Ip)*�=���
��!��-I��=,z� � T

���
�� R���=5��0/1IJ)*�����:)*�3!
2
I?/B�����1 M,-�0/B��2
������T
�{�
�*�32F/1I��$�b6W�1,@���
�~E��0/1)�,-��4�2
���� 
PR�� ����R/y���� 
P�I��x���� V���S/1������4��?/B����!VLN�$���"���
�*4���2
�
I��� 
P

�������� 
P1���CE�=�bL@���� C���'uF��4=����!C[F��I�!C/1 
!C/1 */B����)R+3/1�����
�}LN C�� Y@�F/1�(������d
+�/1 
!~���32
���������� 
P�I$6
/B#%��4=���g���
�{51/1I�2
�{�1,���
������!~4��1 3����/1���0Tg��������L@��)A2
���� 
�1���@���F/B��/BI�I�,-����)A2
I?/1�_!
����4�����E
�� 
P����
�
)*��!
�$[F40/B���$�� A�1,%������ ��H/1 
����2
��!
��40/06~��/B���N/1 
!x���
��I��=5���IF���
�$,z�k�1,D/1 */B����) ���g4�I?/1������40/1I
!
������I��
�� q,-���� ��_�1,/�)*����������+n�����{9k�32F/B������ 
�_d
T$��?(+}d
T$�}e(+Bf(T$�n��/1 
!Af(T$��?(+1�F/05��@E����� x!
�����$5���!A2
 
!
���o���
�
/1����2
)*�(������ K�1,!
�$#%��/14=�����1 KI���)~������!K��!
��/1I�E��0/B)*��Tg�{�F/B�k)*�0/1 
�o���F/B�o���
�{���=���������=uF��4=����!xE��0/1)
�F/1�q/y��)C/1I�I������:����������E
I��~!
�?/1)*�=�������� V���
�x,-��4�2
�S�������$������ DTxv7 `���
�~�'&(��������)*�� ��H/1Ik���$��2F/B������ 
���
�y���0/1I�E�0/1) L�/1�����~40/1 �!
�$#%���A,-����)����
�O���
�������=����40/1I{40/1I�4�2
I?/B������ D+k�
�� 
4��y���
�y)*�0/1��2
����!
51/1I$2
��,-���g���
������!*)*�3!
2
I?/B������ x4��1 3����/1�������g,-����!
��40/06~��/B���N)*�3!
�$[F40/B������ ALN��I$I
!
�$#%���g,-����) ���
�
���
�������=����40/1I�I$6C�'&(���4=����!a�� 
�1T
�D�=�k2
�g��������)C/B�������
�@51/1I�2
�@�1,F���
�{�=#%��4=�k,-����) ���
�{)*�0/1��2
����!x!
�?/1)*�=�����o�1,F���
�{E��0/1) L�/B�����}T

���
�~)*��!
�$[F40/B�����1 "�1,{/O������ ��H/1 
����2
�q!
��40/06V��/B���
∆Γg ∼ ρ(z)

+pLN�
�����
ρ(z)

�������
�~!
�� 
���$�76
�1,p���
����I���4=������)C/1P� 
�=����4�)*�3!
���{�1,p���
�:���=���������=uF��4=����!yE��0/1)s/B�@���
�:������$������ C�1,_/1 M���� DTg���
�
I?/B�������S���q�� �5���������I$6`�
��������������� F/1Ig���R���
�C/1���0/R�1,{���
�~,-��4�2
����!�E��0/1) ∼ 1/D2 +oLN�
����� D ���
���
��!
�?/1)*�=�������1,D���
�N,-��4�2
����!ME��0/1) �
���}5���!
��!ME�6~���
��I��� 
��Tk���� 
4������
��/1)*��2
 ����1,D���
���=#%��4=�
LN��I�I%!
�$#%���{,-����) ���
�:���
�������=����40/1Ip�
����!
��4=�����1 
�NE�6M���
�:, /14=�����

(Ddif/Dreal)
2 +(LN�
����� Ddif

����/
!
�$#%��/14=������ *I���)~����,-�������
��!
�?/1)*�=�������1,J/KE�0/1) L{/1�����0+(/1 
!

Dreal
���@/K���0/1I�E��0/1) !
�?/1)*�=�������1,

/�E��0/1) L{/1�����0+1LN�
��4H�~���g�
���}5���!
��!xE36K���
����l�� *�I��� 
�g�� x��2
�g���=��2
�DTg���
�����=,-�����{L{��4��� 
4�I�2
!
�
���F/B�����
�K4=�� 3����/1�����1,g���
�K����!R,-���� 
P�����)*�0/1��2
����!a�� R��2
���'&(��������)*�� ����������32F/1Io 
�1�����Cd3rt/1�
�'&(����4=����!R,-����)s���
�:���
�������=����4�/1Ip�
����!
��4=������ 
��+
E
2(�NLN��I�I%�� 
�����0/1!yE��q/1�
�
���0&(��)C/B����I$6W��T ��rMT

f�h



0 50 100 150 200 250 300

1

2

3

4

5

6

7

x 10
11

0 50 100 150 200 250 300

1

2

3

4

5

6

7

x 10
8

F
F

T
 o

f 
th

e
 r

e
d

 f
ri
n

g
e

s
F

F
T

 o
f 

th
e

 g
re

e
n

 f
ri
n

g
e

s

Spatial frequency (a.u.)

U_��P�2
���Sh(T � �FUgU_�Z����/1 
��,-����)C/B�����1 M�1,J���
��P������� R/1 
!M���
�:����!O����P� F/1I|Tg���
�:���������3!O�1,J���
������!
,-���� 
P������������32F/1Ip���x���
�S���������!y�1,o���
�SP������� R�� �������,-������ 
4��S,-���� 
P�����T

���'� ��� �  � . ��� / � � �+"�� . ��� �#/ � � " ��/ � "�� � 

c ��)x2
I��H/1 
����2
��I$6�LN�$���q���
�@P������� A����P� F/1I3�� A^��R�:�@L{�@����4�����!A�� A^��R�������
������!KuF2
��������4��� 
4������/1 
��)*�$������!"���
����2
P��"���
�*)*�������1��T���/1��6��� 
PO���
�~)*���������b>w�$�� "!
�����H/1 
4��1+pLN�
��4'�`P1�$5����S�������A���
���
�Kd�e�f* 
)�,-���� 
P�����+�$������/1I����C������ W���C)*��!
2
I?/B���:���
�K����!aI���P�����LN�$���R���
�K��/1)*�q����������! � h��|T
�o�x�
���n5������
����L@�:����4�����!O���
��P������� R/1 
!O����!MuF2
��������4��� 
4��S��/B����LN�
��I����{��40/1 
 
�� 
PA���
�:)*���������
�n5������1jx���������!
���1,_/1 y�� 3������,-������ 
4��:�
��4=��2
���1Tkl�,z�����{���F/B�0+(L{���H/1G��S/~UgU_���1,o���
�:P������� W/1 
!
����!R����4�����!
��!W��40/1 
��/1 
!O���
�S������2
I$���������
�}LN R�� RU_��P
T
h(T ��T
l��x�� 
�O40/1 m�����O,-����) U_��P
T_h(T ��+k���
�����O���~/a���
��G1�y�� X�0/14H�m������4=����2
) /B�x���
�O��/1)*�O���F/n>

���?/1IN,-�����32
�� 
4=6�+NLN�
��4H�Z���C���32F/1I����Xd
π
�Bd�e�f� 
)RT ���1���W���F/B�C���
���C)*��!
2
I?/B���$�� ����C 
�1�y/1 

�� 3������,-������ 
4��S/n�{���
�:����!ML�/05���I��� 
P1���D+F/1�{���
����L{��2
I$!OI��0/1!M���~/K!
�$#%������ 3��)*�3!
2
I?/B�����1 M���������!
���32F/1I�I��� 
PCd

π
�Bh�i1jC 
)RT����
�A����!a,-���� 
P�����/1���K40/12
����!VE�6R���
�AEF/14HG�>b/14=������ a�1,k���
�K)*������������ 

���
�~/B����)R+%�|T �1T����F/B�����
�A)*����������)*�3!
�$[F�������
�A5B/14�2
2
)�[F��I�!V/B�����
�AP������� "L{/}5���I��� 
P1���`/1 
!
I��0/1!
�����y�� 
�F/1 
4���)*�� ��A/1 
!V�� 
�
��E
�$���$�1 "�1,@����� 3�H/1 
�=��2
�q!
��40/06a,-����) ���
�*^

1/2

���H/B���1Txl��q/
4��� 
�����32
�� F4��1+_���
�~�����
2
I�/B������ V�B,@���
�*^

1/2

I��=5���Ik���:)*��!
2
I?/B����!DT c �� 
4��x���
�~)*�������������=uF��4=����� 
I$6M���
�q��/1!
�?/B���$�� y/B��d�e�f~ 
)R+
�� 
I$6M���
�q!
��40/06y4��� 
���H/1 ����� y���
� 2 c 1/2 ��� 2 ^ 1/2 ����/1 
���$������ ����)*��!
�$[F��!D+
�$���{5B/1���?/B������ OE���� 
P*�
��������������� F/1I����~���
�SP������= R,-���� 
P�����T

f��



6

8

10

12

2.74

2.76

2.78

6
5

0
 n

m
 f

lu
o
re

s
c
e
n
c
e

Ion-mirror dis tance (a.u.) 

x 10000 

x 10000 

4
9
3
 n

m
 f

lu
o
re

s
c
e
n
c
e

U_��P�2
���:h(T f �F���
�*P������� ��� �������,-������ 
4��~,-���� 
P����C�z����� � /1 
!V���
�*����!�)*��!
2
I?/n�H�$�� a,-���� 
P����C�-E��1��>����) � T c �� �2
������!F/1I�[
���F/05��S���
�S��/1)*�:����������!O,-����E��1���y�
��4=��2
������T����1�������F/B������!/1 
!MP������� M,-���� 
P����{/1���� 
�1�{4���)*�
I��=����I$6*/1 �����>74���������I?/B����!DT_���
�����:���{/K�
�F/1�������
�$,z�
�1,o/1E��2(���ni1j

◦
E�=�bL@���� O���
�����������4=���$5���,-���� 
P�����+3LN�
��4H�O���@!
2
�����K���
��I��=5���I%���
�$,z�

�1,g/1 y�'&(4��$����!R���H/B���1T

����� � � �� *+/ � 	 � " .  � . ��� �  -/ / � , � . �! #" 2 � �� �
���
��!
�=����4=����!y����!OI���P��������{/K)*�0/1��2
�����1,D���
�:^_>7���H/B��������
2
I?/B������ D+�����2
�@���'5��0/1I��� 
Pq���
��EF/14HG�>
/14=������ a�1,����
�A)*������������ a���
�x/B����)RT:���
�� `�� 
�A4���2
I�!"�'&(���4=�S���F/B�:�� 
�F/1 
4���)*�� ��q�1,������� �>
�H/1 
����2
�x!
��40/}6m/B�xd�e�fa 
) I��0/1!
�A���"�� 
4����0/1����!�!
�'>7�����
2
I�/B������ ��1,����
�O2
�
�����x���H/B���R/1 
!�/
!
��4����0/1���x�� R���
�A��/B���K�1,k!
�=����4=����!`h�i1j* 
) �
�
�1���� 
��+�LN�
��I��q�� 
�
��E
�$����!R!
��40/}6a/B��d�e�f* 
) �$ �>
4����0/1�����k���
�Nh�i1j� 
) 4���2
 �����/B���1Tg���nL@�=5�����+3�� 
�����0/1!~�1,���2
4H�*/1 */1 �����>74���������I?/n���$�� D+BL@�N�1E
���=��5��
/:�
�F/1����E��=�7L{���� ~���
�NP������� */1 
!x���
�N����!~)*��!
2
I?/B���$�� KLN�
��4H�x51/1�������gLN�$���x���
��I?/1�����g!
�=��2
 
�� 
P
/1 
!"�H/1G1���q/1I�IJ51/1I�2
���:E��=�7L@���� �4���������I?/B������ m�-�
�F/1���x4�I������A���yjO���

2π � /1 
!`/1 3����>74���������I�/B���$�� �-�
�F/1���
π � T�{�
�C�76��
��40/1I���40/1 ��1,�P������� ��� �������,-������ 
4��*,-���$ 
P����K/1 
!�����!�,-���� 
P����q���S���
�nLN ��� �U_��P
TJh(T f(T

���
������!xI?/1�����g���o��2
 
��!x�������
�{�������� F/1 
4��N�1,F���
��I��� 
�1+B���
�{P������� ~I?/1�����_���_��2
 
��!x����4��� 
!
�$������ 
�
,-���{���(����)C/1I�4��3��I��� 
Py� /1�
�
���0&(��)C/B����I$6 − �1j~�W��� � +
���
�:����!y�� 3���� 
���$�76C����/1! � 2
������!y���~/xI��'5���I
LN�
�����yL{�R��E
������5��W)C/}&(��)x2
)�P������� �,-���� 
P��O4��� 3����/1���~,-���x���
�yP��$5��� ��� ����� 
���$�76X�1,:/VP������� 
I?/1������Tkv7 O���
���{���$��2F/B������ ML@�:,-��2
 
!O���F/B�{���
�S��/B��2
��/B������ M�F/1��/1)*�=�����{,-���@���
�:�� 3���� 
���$�76C�1,o���
�
����!�I?/1����� c r �-�����1Y@�F/1�(�����xi � ���q/1E���2(�q���
�����~����)*���SI?/1��P��������F/1 `,-���:���
�C�� ����� 
���$�76V�1,@���
�P������� OI?/1������Tg���
���@�������
�����(����)C/1IF�� ����� 
���$�b6*��/B�����S,-���@���(����40/1I�
2
)*�
�� 
PK�1,p���
���'&(4��$����!O���H/B���

fD?



4
9

3
 n

m
 s

ig
n

a
l

Mirror shift

6
5

0
 n

m
 s

ig
n

a
l 

-60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

0

π/2

π

3π/2

2π

Red (650 nm) laser detuning (MHz)

C
o

rr
e

la
ti
o

n
 p

h
a

s
e

 b
e

tw
e

e
n

 g
re

e
n
 a

n
d

 r
e

d
 f

ri
n

g
e

s

(a)

(c)

(b)

(a) (b) (c)

U_��P�2
���Sh(T d����J/1��P��AP1�H/B�
� � Y@��������I?/B������ W�
�F/1���xE��=�7L@���� V���
�A��E
������5���!V,-���� 
P��=���� W���
�AP������� 
/1 
!"�� W���
�x����!auF2
��������4��� 
4��x5�������2
�S!
�'�H2
 
�$ 
PO�1,����
�A����!VI?/1������T:���
�xI��� 
�q���:/
40/1I�4�2
I?/B�����1 O2
���� 
PM?n>7I��=5���I Q I��34'�y���32F/B������ 
��+F�����5Y@�F/1�(������i�Tk���
�S F/1�����nL\���0/1G������2
4=��2
�����~/1���C40/12
����!mE�6�!F/1��G`�������� F/1 
4����� fD?��|T"UF���S���
�C���
�����M!F/B�H/W������ ����
)C/1��G1��!`/ � +pE � +p4 � +D���
�~��)C/1I�I$����P���/1�
�
�:!
�����
I?/}6R���
�x����)x2
I��H/1 
����2
��I$6W����4�����!
��!P������� ]�z����� � /1 
!�����!]�-E��1������) � ,-���� 
P�����+g���
�}LN�� 
Pa�
�nL �H�
�C4���������I?/B������ ��
�F/1���
51/1��������E��=�7L@���� "j~/1 
!

2π
T

/1 
!R���32F/1I������
�S��/B�����x�1,_!
��40/06y��/B�����N�1,_P������� W/1 
!y����!R4'�F/1 
 
��I���T
l��
I��1�*�1,����
���C4���������I?/B������ ��
�F/1���a/1�M/V,-2
 
4=������ �1,����
�W!
�=��2
 
�� 
P��1,:���
�W����! I?/1�����*���

���
�nLN "�� "U_��P
T�h(T d
T:UF����I?/1��P��q 
��P�/B���$5��A�����������$���$5��K!
�=��2
 
�� 
P���+����
�AP������� V/1 
!"����!a,-���� 
P����
/1���A�� "�
�F/1���1+DLN�
��I��qLN�$���W���
�x����!"I?/1������4�I������K���O�������� F/1 
4��1+J/1 �����>74���������I?/B���$�� W������E
������5���!DT

f�e



l���L@�:LN��I�ID���
�}L� 
�}LS+
���
����!
������ 
!
�� 
4��K�1,o���
�S4���������I?/B������ O�
�F/B���S���N/x!
������4=�N4��� 
�����32
�� F4��
/1 
!a/1 W�'&(��������)*�� ��H/1IJ5������$[F40/B������ R�1,g���
�K�� 
����P16R���
�$,z���1,_���
�A^

1/2

���H/B���M�zLN�
��4'�W����/1I$L{/06��
/1������4��?/B����!OLN�$���R/~)*�3!
�$[F��!y!
��40/06y��/B���:�1,o���
���N���H/B��� � T�{�
�"!F/B�H/��� ZU_��P
T@h(T d������
�������� 3�W���
��2
���M�1,q 
�0/1�b>74��� 
���H/1 ��O�� 3����������P�/n�H�$�� ��1,K/����� 
P�I��
EF/1����2
)����� DT UF���M�0/14H�\h�iBj� 
)YI?/1�����M!
�=��2
 
�� 
P
+�2
�Z�����1jXP������= \/1 
!Z����!��� 3������,-������ 
4=�
���������3!
�qL{�����M����4�����!
��!X����)A2
I$�H/1 
����2
��I$6"LN�
��I��~���
�M���� �>7)~�$�������S!
�����H/1 
4��CL{/1�K5B/1������!DTW���
�
4���������I?/B������ V�
�F/1���CL{/1�q���
�� �!
�=������)*�� 
��!`,-����) /R���� �2
������!F/BIk[
�K���W����!�/1 
!�P������� �,-���� 
P����
LN�$���O���
�S��/1)*�:���������3!y���32F/1I�I��� 
PA���
�:����������!y�1,o���
�SP1���=�� R�� 3������,-������ 
4��1T����
�Sd�e�fx 
)tI?/1�����
���~���H/1E
I��M�H�`/1E���2(�R�a�W���R�}5����*I��� 
PV���������3!
�xLN�
��I����C/V����!�I?/1�����~���=,-������ 
4��W40/05��$�76X!
���$,z�
��/B���C�1, ∼ 2

�W��� �B�
�KI���)~�$����!`���
�M/14�4�2
��/14=6`���RLN�
��4H�����
�Oh�i1jR 
) I?/1�����q!
�=��2
 
�� 
Pa4���2
I�!
E��S!
�=������)*�� 
��!DT����
�q!F/B�H/~�� RU_��P
TFh(T d~�F/05��q!
�=��2
 
�� 
P���/14�4�2
��/B���S���xLN�$���
�� ± �K�W���1T@���
�!
�=��2
 
�� 
PV�1,����
�y����!�I?/1�����x�F/1!�E����� �4H�
��4'G1��! �=5�����6m�F/1I$,��
��2
�~E�6��H/1G3�� 
P`/1 m�'&(4��$�H/B������ 
������4=����/y/1 
!"E�6W[
������ 
PM�$����� ?n>7I��=5���I *��(����40/1I Q I���4H�V9k�32F/B������ 
��TS���
�xP������� `/1 
!"����!VI?/1������F/1��/1)*�=�������{!
�=[F 
��!y,-����) ���
���{������4=����2
)�/1��� � c r & ��T h�f ± j(T j���+ c g & j(T ��i ± j(T j���+ ∆g &�O�1j(T d ± j(T$�K�W���1T�{�
�x����!",-���� 
P��K4��� �����/1���q/1I����C5B/1��������LN�$���"����!"I?/1������!
�=��2
 
�� 
P
TSvw�:���0/14H�
����51/1I�2
����2
�"���
��T i�rM+�E
2(��,-���N���
�KI?/1�������F/1��/1)*�'�H�=���N���F/B��L@�����K2
����!"�� R���
�q!F/B�H/*�1,�U_��P
Th(T d
+�$�����0/14H�
���:/
)*�� 
��)K2
)s,-����/*!
�=��2
 
�� 
PC�1,

∆r ≈
( �1jC�a�N�1T����
����+��� R4��� � 2
 
4=������ RLN�$���W���3����;����
�
I����

4�����I��� 
PC/B��������$���$5��K!
�=��2
 
�� 
P���+D/14�4���2
 �����,-�������
�AI?/1��P��q)*�0/1��2
����)*�� ����������������$ W���
�K4��������'>
I?/B������ ~�
�F/1������ *���
��������P���)*�1T_���
��)*�0/1��2
����!C5B/1���?/B������ *�1,D���
������!C,-���� 
P���4��� �����/1���{�������
�}LN 

-60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

650 nm laser detuning (MHz)

R
e
d
 f
ri
n
g
e
 c

o
n
tr

a
st

U_��P�2
���:h(T i ��N��!�,-���� 
P��C4��� �����/1���A5���TV!
�=��2
 
�� 
P"�1,����
�Oh�i1ja 
)�I?/1�����q,-���q���
�O!F/B�H/W���=�~�1,
U_��P
T_h(T d
T`���
�y4�2
��5��y���A40/1I�4�2
I?/B����!�,-����) Q I���4H�X���32F/B������ 
�ALN�$����/1 X�=#%��4=���$5������I���!�/1 
P�I��a�1,

ε & ��T h�r��1,Kd
π
T ���
�V���������yEF/1���R/1���"!
2
�V���m���
�1��>w���B>7���
�1�

5B/1���?/B������ 
��T_���
��)C/n&(��)A2
) ��E
������5���!C4��� 3����/1�����1,p/S���� 
P�I������
�1��4��������������� 
!
�����
ε & f�rMT

d�j



-60 -40 -20 0 20 40 60

π

650 nm laser detuning (MHz)

C
o
rr

e
la

ti
o
n
 p

h
a
s
e
 b

e
tw

e
e
n
 r

e
d
 a

n
d
 g

re
e
n
 f
ri
n
g
e
s

-π/2

U_��P�2
���Sh(T h ��R�0/1��2
����)*�� ��x�1,@�H�
�*4���������I?/B������ `�
�F/1���*5���To����!�!
�=��2
 
�� 
PW�� V�H�
�*40/1���*LN�
�����
,-���:I?/1��P��A������$���$5��A!
�=��2
 
�� 
P��:���
�x4���������I?/B������ "�
�F/1���~!
��4����0/1�����S���y�������R��/B���
���
���F/1 *���0/14H�
�� 
P

2π
Tg;�2
�N���S��2
E�>7���(����)C/1I(I?/1�����k4�����I��� 
P
+�������2
I$���� 
P�,-����) �
��P��~����!

I?/1���������}L@����+F���
�:,-���� 
P���4��� 3����/1���N!
��4����0/1������LN�
��4H�RI��0/1!
�{���*I?/1��P�������������EF/1����T

�� VU_��P
T�h(T i�TqUF����) /M4���)*�F/1�������� WLN�$���a���
�A�'&(����4=����!`!
������ 
!
�� 
4��1+o/1P�/1�� a40/1I�4�2
I?/B����!WLN�$���
���
� Q I��34'�x���32F/B������ 
��+�L{����������)C/B���@���F/B�����(����)C/1I$I�6S���
�N)*���������o��2
E(���� 
!
��!M/1 ~�=#%��4=���$5��N����I���!/1 
P�I��:�1,

ε & f(T �1r �1,
4π
+
E
2(�N���
�:�76��
��40/1ID5B/1I�2
�S���N/1E��2(����rMT

����� � *-, . � , � � � , ��� � � .  � " �  -/ / � , � . �! #" 2 � �� �
	 � �� *+/ � 	 � " . 

���
��I��C/1I�I��1E
���=��5B/B������ 
�A/1���*L@��I�I�!
����4�����E��!XE�6`���
�C)*�3!
��I|+o���32
�q5������$,z6��� 
Py�H�F/n�K���
�CI��=5���I
�� 
����P������k/1 
!A!
��40/06K��/B�����g/1���@�� 
!
����!A)*��!
�$[F��!KE�6q���
�@!
�����H/1 ��_)*����������+nL@��/1I�����[F 
!A����4�2
I��?/1�
,-�0/B��2
������LN�
��4'�a/1���K!
2
�q���*���
�q)x2
I$��� >7I$�=5���IJ������2
4=��2
���K�1,g���
�A/B����)./1 
!RL{��2
I�!W 
�1��/1�
��0/1�
�� �/R����)*�
I$�x�7L{�B>7I��=5���I���6�������)RTy���
�C����!�,-���� 
P��~4��� �����/1���A40/1 `, /1I�Ik4���)*�
I��=����I$6a���W�������R,-���
/������4��$[F4"�������$���$5��W!
�=��2
 
�� 
PX�1,:���
�"h�i1j� 
)�I?/1�����M/1 
!�/��F/1������4�2
I?/1�*��/B�������1,:���
�aI?/1�����
�� 3���� 
���$��������T�v7 R�1���
����L{����!
��+)*�3!
�$[F40/B������ O�1,_���
�S!
��40/06y4��� 
���H/1 3���� y���
�qP������� y����/1 
���$������ 
)C/}6��F/05��" 
�m�=#%��4=�R�� ���
�V�'&(4��$����!�>7���H/B���"�����
2
I?/B������ DT vw,q,-����)����F/B�O�F/1���H�$4�2
I?/1�M���=�y�1,
�F/1��/1)*�=��������+o�H�
�*����!�I?/1�����q�� 3���� 
���$�76V���q�� 
4����0/1����!�,-2
�����
����+_���
�*!
�������������$5��C!
������ 
!
�� 
4��O�1,
4���������I?/B������ *�
�F/1����5���T�!
�=��2
 
�� 
PK���
�nLN M�� CU_��P
T3h(T dK4H�F/1 
P����{���F/1��1T�l{�@I?/1��P���������$���$5��

∆r
�$�

���������� C���K���=��2
�� *���K�������K�� 
�����0/1!C�1,pP����� 
PS2
�C���
2π
Tgl� M�'&
/1)*�
I��N����!
�����
I?/06���!C�� CU_��P
T3h(T h(T

d
�



���
��I?/1�����g�F/1��/1)*�=�������k!
�=[F 
��!~,-����) ���
��* Q 9",-���kU_��P
T1h(T h:/1��� c r & ��T d ± j(T j���+ c g & j(T ? ±j(T j���+
∆g & �C�1j(T d ± j(T$�q�W���1Tk���
��I����$�{40/1 OE�����2
������4=����!y���F/B�N/1 O�� ��������
I?/06*�1,J)*��!
�$[F��!!
��40/06�/1 
!����(����40/1I��
2
)*�
�� 
P`���~���������� 
����E
I��y,-���x���
���~E����F/05�������+@���
�R!
�=�H/1��I���!�2
 
!
����I$6��� 
P

40/12
������4���2
I�!yE��:���
�S��2
E � ��4=���1,o,-2(��2
���S����2
!(6�T

d3�



� � � ��� � ��
���� ��� 
 � � �V��� 
 � ��
a��� � �

 
��P��� � � �P


v7 V���
���S4H�F/1�(�����:L{�xLN��I�I_!
����4�����E��*�
�}L ���
�~)C/14����B>7)*�1�����1 "�1,{/y���� 
P�I�� Q / + ���� V�� `/y^_/12
I����/1� 40/1 ZE�a!
�=����4=����!DT ���
�a)C/14����B>7)*�1���$�1 ����C/1I�����G3 
�}LN �/1�C���
�W����4�2
I?/1�C)*�1������ /1 
!
���~/1������4��?/B����!XLN�$���X���
�M���
����)C/1I{�� 
����P16X�1,�/1 m���� DT����
�R�$�� m)*�}5����xLN�$����/1 �/1)*�
I�����2
!
�
�1,�/1�
�
���0&(��)C/B����I$6�f�ja 
) /B�~/a,-�����32
�� 
4=6m�1,K�W�W���1+������R9k�T���T i�T�l��x40/1 �E�y������ m���
�
���� `!
�����
I?/14���)*�= 3�S���~�}hO����)*���:I������S���F/1 `���
�~���� D� �S��)*���������� "L{/}5���I��� 
P1���Z�

λg = 493
 
) � Tl��
�F/1���� 3��I$61+��$������ 
�1�@���������E
I��N���K��E
������5����$����)*�1������ x���
����2
P��M/S4��� 35��� ������� F/1I)*��4�������4������1+

!
2
�a����l�E
E��1� �O4����$���������� D+{LN�
��4H�Z4�I?/1��)*�~���F/B�M�7L@�X��E � ��4=���M40/1 ZE��a���=���1I$5���!Z�$,:���
�=6Z/1���
�����F/1��/B����!OE�6C/K!
�����H/1 
4���)*�����N���F/1 

λ/(2
���� 

Θ)
+������ � �Bd��|+3LN�
�����

Θ
�������
��/1 
P�I�����2
E(���� 
!
��!

E36M���
�S��E � ��4=���$5��S�� O���
�S������ ��N�1,_��E
������5B/B������ DT
���
������/1�������=5�����/1I����4'�
 
���32
�������F/B�{/1I�I��}L����
��!
�$#%��/14=������ *I���)~�����1,p���(����40/1IF��E
������51/B������ *���

E��KE�0/B���� DT����SLN��I�Ip������������ 
�K/B��I��0/1�����F/1�����1,g���
����!
����4�2
�������� W2
 �����Ip���
�q4'�F/B�(�H�=��e(TN�������
L{�~LN��I�Ik��2(��I��� 
�x�7L@�a�H&(��������)*�� ����qLN�
��4H���F/05��CE����� �������,-����)*��!`���W, /1�S�� `��2
�qI?/1E�����/B������6
LN�$����/y���� 
P�I�� Q / + ���� DT*v7 V���
�~[F�����K�'&(�������)*�� 3�K/y�
�=��������!(6� 
�~����4'�
 
���32
�1+JLN�
�����M/y�F/1����1,����
�R���� muF2
��������4��= 
40�WL{/1�*)*��&(��!mLN�$��� /V�������� 
P�I?/1�����x[F��I�! /B�C/`!
�$#%������ ��*,-�����32
�� 
4=6�+
L�/1��2
����!R���*��E
������5��A/~)*�1�����1 F/1ID����!
��EF/1 
!D+����� � ��i��|T�l I��nL\����P� F/1I�>w���B>w 
���$���:��/B�����xL{/1�N���
�
)C/1�� M�
����E
I���)s�1,J���F/B�N�'&(��������)*�� ��0+(���
�����=,-�����:�$�{L�/B�N����������E
I������~)*�0/1��2
���:�� 
I$6C�'&������� F/1I�I$6
�'&(4��$����!W����!
��EF/1 
!
��T
l ����4��� 
!a�'&(��������)*�� ���2
����!R���
�q�� �������,-������ 
4��q����4H�
 
���32
�K/1��!
����4�����E���!W�� R����4=������ "�3T f(T@v7 

/1������4�I���� h��{��2
4H��/W4��� ([FP�2
��/B������ �L{/1�x�
�����������!X���V/14=�~/1�~/a)*��4�������4�����C���")*�0/1��2
���C���
�
/}5�����/1P��*�������$������ V�1,N/1 ����� DTM���
���q��!
�0/OL�/1�qI?/B�����S!
�=5���I������!����W)C/1G1�C/R��2
E�>wL{/05���I��� 
P1���
�
����E��:,-���{���
�S���(����40/1I%[F��I�!
� � d�d��|T
�������SL@�qLN��I�ID���
�}L ���F/B����2
�N�'&(��������)*�� ��H/1IJ���=��2
�a/1I�I��}LN�N2
�N���*!
������4=��I$6O��E
������5��K)C/14����B>

)*�1������ F/1IF����!
��EF/1 
!
�{�'&(�
I���4��$��I$6xLN�$���C��/B���
���{�
��P��C����P� F/1I�>w���B>w 
���$������/B�����O� /1E��2(� ?K! Q � LN���H��>��2(�:/1 �6W/1!
!
�$������ F/1Ip�'&������� F/1I_�'&(4��$�H/B������ R�1,k���
����)*�1������ DTN9g5��� "�� R���
�K����P���)*�q�1,k4���2
 ����� 
P
�
�
�1���� 
�N���
�q������4=����2
).�1,_���
�q�
�
�1����4�2
������ ���4��� 3�H/1�� 
��/1I�ID����I��=51/1 ����� (,-����)C/B���$�1 R/1E���2(�N���
�
������4=����2
) �1,
���
�@�� 
4���!
�= 3�_I$��P��3�0+B/1 
!K�
�� 
4���/1I������1,
���
�@���� D� �o)*�1������ DTJ�{�
�{I���)~�����$ 
PN, /14=�����J�� 
���
����)*�0/1��2
����)*�� ��@�����
�
�1���� C���@^o���������� 
�?/1 * 
��������/1�
��0/1���� 
Pq!
2
���� 
PS���
���
�
�1���� C!
�=����4'�H�$�� 
�
����4������ � i�?(+��1h��|T

d�f



� ��� � � . � � . �! #"  � �! #" 	  . �! #"
���
�a)*�1������ ��1,S/1 ���� �40/1 E��W!
�=����4=����!�2
���� 
PX/B �� 3������,-������ 
4��R����4'�
 
���32
�"/1�C���
�}LN Z�� 
U_��P���T$��T �p�=�R2
�y40/1I�4�2
I?/B���a���
�V�
�
�1����4�2
������ ��R����P� F/1I�,-����)Y���
�`^��R� 2
���� 
P�/m4�I?/1������40/1I
�
��4=��2
���1Tk���
�K^��R�\���$P� F/1I%LN��I�I%���
�� RE�q/~4��� ����� 32
��2
�N����P� F/1ID�� O����)*�:/1 
!y���0/1!
�

i(t) = Io(1 + V sin 2k(zo + z(t)),
�|��T$� �L��
�����

Io
���~���
�"/05�����/1P��WuF2
��������4��� 
4��"I��=5���I�,-����) ���
�a���� D+

V
���*���
�R5�������E
��I����76X�1,:���
�

�� �������,-������ 
4��*,-���� 
P�����+
zo
���:���
�*!
�����H/1 
4��*E��=�7L@���� ����
�*)*���������:/1 
!`���
�*4��� ������K�1,@���
�~�H��/1�

/1 
!
z(t)

���{���
�S���� O!
�����
I?/14���)*�� ���,-����) �H��/1�y4��� �������T
�{�
�R�
�F/1���R�1,����
�y�� 3������,-������ 
4��O,-���� 
P�����+����~�� m�1���
���xL{����!
��+����
�R�'&
/14'�C�� 3���� 
���$�76X�� �/

,-���� 
P��q!
������ 
!
�:���� 32
������!F/1I�I�6y�� W���
�K���� �>7)*�$�������N!
�����H/1 
4��1T����
�� a���
�K���� W�����
I?/14���!a�� R���
�
)*��!
!
I��{�1,p/:,-���� 
P�����I������1+����
���� ����� 
���$�76xI��=5���I
LN��I�I
E��N�
���1������������ F/1I(���S���
�����1 *!
�����
I?/14���)*�� ��
,-����)<���
��)*��!�>7�������$���$�1 D+3�
���}5���!
��!M��2
4H�y/q!
�����
I?/14���)*�� 3�@�$�@)A2
4H�MI����������
�� O/q���F/B���?/1I����������!
�1,����
�y�� 3������,-������ 
4��1T�v7 m�H�
�$�~40/1���y���
�R)*�1������ X�1,����
�R���� �/1�
���0/1���~�� m���
�R�
�
�1���34�2
������ 3�
�� ����� 
���$�b6M/1�N/1 R/1)*�
I��$��2
!
��)*��!
2
I?/B���$�� D+������qU_��P
TF��T$��Tk���
�� y���
�:�
�
�1����4�2
������ ������{P��$5��� yE36

i(t) ≈ Io + 2V Iokz(t),
�|��T � �/1 
!y���
�S4��1������I�/B������ M,-2
 
4=������ y�1,o���
�S�
�
�1����4�2
������ ��NLN��I�IDE�

〈i(t)i(t+ T )〉 = I2o + 4(IoV k)
2〈z(t)z(t+ T )〉. �|��T f ����
�N[F������������)<�� *9k�T���T f:��� � 2
���@/q; Y�>7����P� F/1I
�1,%4��� 
���H/1 3���� ����� 
���$�76xI��'5���I|+����
�N����4��� 
!*������)

!
������ 
!
���� x���
���� 
���H/1 ��k�������$������ A�1,���
������ ~/n�k����)*�@)*��)*�� ��
t
+��
�� 
4������
���_������) �����
�������� ����

���
�S���� O)*�1������ DT
�N���$ 
PV/a�32F/1 3��2
)x>7)*�=4'�F/1 
��40/1I�!
����4������(������ �,-���q���F/B�x)*��!
��I�6�����I�!
�x/a!
�$#%������ ��x�
��4=��2
���1T

���
�~[F��I�!`LN��I�IgE��*!
����4�����E��!�E�6"���
�*�32F/1 ���������!`5���4=�����q���1���� ����?/1I|+p�����M9k�TJd
T$��TC���
�*���1�H/1I
��I���4=������4�[F��I�!*40/1 *���
�� CE��NL����������� C/1�

E(t) = � (t)+ � +(t) Tg���
���� ����� 
���$�b6x�������/B���������k���
�� !
�=[F 
��!RE36O/1�
I(t) = � +(t) � (t) Tk���
�S�
�
�1���34�2
������ 3�N4��� 
���������N�1,g/A�
2
I����:����/1�� D+�LN�
�����S�0/14H��
2
I����x���:40/12
����!`E�6V/O�
�
�1���� V!
�=����4=������ V�=5��� 3�0Txl�����2
)*�� 
PM���F/B�:���
�~��������� 
���*EF/1 
!(LN��!(���

�1,����
�M�
�
�1����!
�=����4=�����A���KI?/1��P��1+_�0/14'�X�
�
�1����!
�=����4=�����A4�I���4HGV40/1 XE�O/1�
�
���}&(��)C/B����!�E�6X/
δ
>

,-2
 
4=������ DTk���
�� y�H�
�:���$P� F/1ID���0/1!
�

i(t) =
∑

i

δ(t− ti),
�|��T d �

LN�
�����:4���2
 ����N/1�
���0/1��/B����/1 
!
��) )*��)*�� ����{�1,
ti
T Y{/1I�4�2
I?/B���$ 
Pq�H�
��4���������I?/B������ *,-2
 
4=������ O�1,

���
�S�
�
�1����4�2
������ ��NL@�q��E(�H/1�� 

〈i(t)i(t+ T )〉 =
∑

i

∑

j

δ(t− ti)δ(t− tj + T ),
�|��T i �

LN�
�����N���
��/05�����/1P��� 
Pq���g�H/1G��� *�n5����k���
��!
����������E
2(������ x�1,%���
�N�
�
�1���B>74���2
 3����Tg���
�����'&(�
������������ 
����40/1I�4�2
I?/B����!y�� � �1h��|+
,-�����'&
/1)*�
I��1T����=���:L@�:LN��I�I%LN���$���:�� 
I$6C���
�S������2
I$�

d�d



ion oscillations

ion-mirror distance - 25cm

intensity modulation

Interference fringes

Mirror

0 λ/2 λ

U_��P�2
���q��T$� �
���
�N�$�� x)*�}5�����/B���12
 
!x���
��)*��!
!
I��@�1,���
����I������{�1,%/1 ~�� �������,-������ 
4��{,-���� 
P��1T_���
�
�� ����� 
���$�b6M�1,_���
�q�� �������,-������ 
4��S,-���� 
P��:���N�
���������������� F/1I����~���
�q�� 
���H/1 ��H/1 
����2
������ 
�������$������ DT����
�����=,-�����x�� a���
�K,-���� 
P��K��I�����K���
�A���� D� ������4���I�I?/B���$�� 
��)*��!
2
I?/B���S���
�
uF2
��������4��� 
4��KI��=5���I|T

〈i(t)i(t+ T )〉 = ηIoδ(T ) + η2G2(T ),
�|��T h �

LN�
�����
G2(T ) = 〈 � +(t) � +(t+ T ) � (t) � (t+ T )〉 = 〈: I(t)I(t+ T ) :〉 ���{/K 
����)C/1I�I�6~����!
������!����4��� 
!�>7����!
���O4���������I?/B������ m,-2
 
4=������ �,-���*���
�aI���P����*[F��I�!
� � �����|+

Io = 〈I(t)〉 ���M/1 Z/}5�����/1P���� 3���� 
���$�76�+
η
���N/~�32F/1 ���2
)t�=�*4����� 
4=6y�1,o���
�S�
�
�1����!
�=����4=������T

���
��[F������������)<�� ~9k�T���T h:���g���
��^o���������� 
�?/1 x 
�������1+����
������4��� 
!*������)<���k/:�32F/1 3��2
)<4��������'>
I?/B������ C,-2
 
4=������ MLN�
��4H�y�F/1��/A!
������4=�N4�������������� 
!
�� 
4��S���x���
�:4�I?/1������40/1I%4���������I?/B������ C,-2
 
4=������ DT
���nL��$�@���@����������E
I��N���A40/1I�4�2
I?/B����!
������4=��I$6~���
��������4=����2
)s�1,D�H�
���
�
�1����4�2
������ ��{,-������2
�@���=��2
�DT
���
�q4���������I?/B������ C,-2
 
4=������ y�1,_���
�:�
�
�1����4�2
������ ���LN��I�I%E��

〈i(t)i(t+ T )〉 = ioδ(T ) + i2o + 4(ioV k)
2〈z(t)z(t+ T )〉, �|��T � �

LN�
�����
io = ηIo

�������
�A)*�0/1 W51/1I�2
�K�1,k�H�
�A�
�
�1���34�2
������ 3�0T:���32
�����
�x�32F/1 ���2
)�4=�������=I?/B������ 
,-2
 
4=������ A,-���_���
���
�
�1����4�2
������ ���/1 
!x���
��4�I?/1������40/1I(4���������I?/B������ K,-2
 
4=������ x!
�$#%���gE�6K���
�N^o���������B>
 
�?/1 C 
��������������) �� 
I$6�Tgl�4�4�����!
�� 
Pq���S���
�������� 
���b> �:�
�� 
4H�
�� 
�����
��������) ���
��������4=����2
) �1,%���
�
����P� F/1Ig���:���
�*UF�12
���$��������/1 
��,-����)C/B������ a�1,{�$���:4���������I?/B������ a,-2
 
4=�����1 DT �p�=�q2
�q/1I����y�� �������!
2
4��
���
�S���}L{�=��>7�����4=����2
).�1,o���
�S���� O)*�1������ D+�LN�
��4H�R����P��$5��� RE�6 �

d3i



0

PNL

Ω
drive

−ωx

DC-signal

~ 1.1 MHz

~ 2.1 MHz

Macro-motion

sidebands
Paul trap drive

δω ∼ 400 Hz 

cooling rate

ωyωx−Ω
drive

−ωy−ωz ωz

U_��P�2
���S��T � �F���
�W�����4=����2
)��1,����
�R�� 3������,-������ 
4��W����P� F/1I{LN�
�� ����
�W���� ����$���*�� ����
�R)*��!
!
I��
�1,:/V,-���� 
P��1T ���
�W���}L@���C������4=����2
) �F/1�M/`EF/1����I��� 
�OLN�
��4H� ���~���32F/1IN����^o�����b>
���� 
�?/1 Z 
�������m� ^ ��� � T{���
�"4��� 3����/1I����
��G1�"���M���32F/1I��������
�"�� ����� 
���$�b6����32F/1����!� ; Y�>7����P� F/1I � T����
�")C/14����B>7)*�1���$�� /1 
!Z)*��4����B>7)~�1���$�� �����!
��EF/1 
!
�y/1���a���
�}LN ��4H�
��)C/B����40/1I�I$61Tg���
�:�
��P��
���b>7����!
���@����!
��EF/1 
!
��/1������)*�$������!DTg���
�:)C/14����B>7)~�1���$�� 
����!
��EF/1 
!RE
����/B!
�� 
�� 
P~����!
2
�S���~I?/1������4�����I��� 
P�� fD?��|T

SM(f) = 2π

∫

〈z(t)z(t+ T )〉e−i2πfTdT. �|��T ? �
���1���C�
�����1+_���F/B�K�� `���
�C�'&(��������)*�� ��KL@�C2
���M2
 
�$���q�1,����C�� 
�����0/1!��1,���/1!
�?/1 
�q�����K����4��� 
!D+
���F/B�N���{LN�36ML@�K/1���:40/1I�4�2
I?/B���� 
PK���
�S������4=����/*�� M������)*�N�1,o���
�S 
����)C/1I�,-�����32
�� 
4=6

f
T

Q 6*�H/1G3�� 
Pq���
�:UF��2
������������/1 
��,-����)C/B���$�� C�1,o9k�TF��T ��+
/1 
!O��2
E
�����$��2(���� 
PA�� ����A�$�{9k�T��T ?(+3L@���E(�H/1�� M,-���{���
�S�'&(����4=����!a�����4=����2
).�1,o���
�S�
�
�1���34�2
������ 3�

〈i2(f)〉 = 2πio + 2πi2oδ(0) + 4(ioV k)
2SM(f).

�|��T e �
�{�
����nL@����������4=����2
)<�1,����
�N�� �������,-������ 
4��N�
�
�1����4�2
������ ���4��� ��H/1�� 
�g���
�����N4���)*���� 
�� �����+3�����

U_��P
TJ��T ��T~���
�~[F�����K���:���
�~���
�1��>7 
�������~���q^o���������� 
�?/1 V 
�������xLN�
��4H�`,-����)*�S/yEF/1����I��� 
�1T~���
�
����4��� 
!`������) �����H�
�*; Y�>7����P� F/1I�/1 
!`�$�S���q/1�����34��?/B����!`LN�$���"���
�*�� ����� 
���$�76"I��=5���I|T*���
�~���
����!
������)������
�������� ��������
�q���� y)*�1������ R/1 
!R��40/1I������
���������������� F/1I%���~���
�q���32F/1���K�1,g�
����!
2
4=������ R�1,
���
�S)*�0/1 y�� ����� 
���$�b6O/1 
!O���
�S4��� 3����/1���N�1,_���
�S�$ 3������,-������ 
4��:,-���� 
P��1T
�{�
�*���� V����4���I�I?/B�������� "���
�~����/1�"LN�$���V,-��2
�:!
�$#%������ ��S,-�����32
�� 
4������ � fD?��|+p���
�����~,-�����32
�� 
4������

ωx, ωy, ωz
4�������������� 
!
�x���W���
�O)C/14����B>7)*�B���$�� �/1 
!

Ωdrive
4��������������� 
!
�x���W���
�O����4���I�I�/B���$�� 

LN�$���X���
�y,-�����32
�� 
4=6��B,����
�O����/1��!
���$5��1Tmvw,����
�y)*�1������ �LN�$����/V4������H/1�� X,-�����32
�� 
4=6��F/1�C/

d�h



�
��� � ��4=������ �� ���
�"���(����40/1I�/n&(���M�$�CLN��I�I�E�"���=5��0/1I���!��� ����
�"�����4=����2
) �1,S���
�a�������� F/1 
4��
uF2
��������4��� 
4��K�� O���
�S�� �������,-������ 
4��q�'&(�������)*�� ��0T

� �'� � � 2 � / �
	 � " . �-,  � .0*+2
���
�"���1�H/1I��'&(��������)*�� ��H/1I����=��2
��,-���O)*�0/1��2
���� 
P����
�V���� D� �O)~�1������ Z���M���
�nLN ]�� �U_��P
T���T f(T
���
�R���(����40/1IN/1����/1 
P���)*�� ��*�$�x5�����6�����)*��I�/1�K���V���
�y�� �������,-������ 
4��R�'&(��������)*�� ��*!
����4�����E���!��� 
4'�F/1�(�����~��+g�����M,-���K�'&
/1)*�
I��MU_��P
T_��T f(Tav7 ����
�M��I�!��'&(��������)*�� ��AL@�M2
����!�/W)*���������SLN�$���X/
!
�?/1)*�=�����K�1,��BjW)*)R+oLN�
��4'�����K��I���P�����I$6VI������K���F/1 ����
�M��2(���
2(�x/1��������2
���M�1,�/a��l�� *�I��� 
�
�|���0)*) � T�v7 m���
�O�
�������� 3�*�'&(��������)*�� ��~L@�y2
���R/")*���������qLN�$����/"!
�?/1)*�=�����A�1,:i1j")*)R+�/1�L{�q/1����2
)*��!y���
�:��)C/1I�I����@!
�?/1)*�=�������1,J���
�S�
���=5�����2
�N)*���������@4���2
I�!yE�q/1 R/1!
!
�$������ F/1I%����2
��4��
�1,{L�/05��=,-���� ��A!
���������������� 
�S�� `���
�*,-��4=2
�K�1,{���
�M��l�� *sI��� 
�KE���4�/12
���O�1,{!
�$#%��/14=������ `�� `���
�

PMT

HALO

lens 1

Mirror

on PZT

Ba ionCooling beam

Spectrum analysis,

FFT

Discriminator

Counter

PZT driver

LPF

pulse train

0 V

5 V

PC

U_��P�2
���q��T f �
v7 �������,-������ 
4��S�'&(��������)*�� ��{���A!
�=����4=�N���� M)*�1������ *LN�$���O/K,-���� 
P��'>7I$��4HG~���=��2
�DT����
�
���(����40/1ID���=��2
�W���N�
��/14=����40/1I�I�6*���
�q��/1)*�q/1�N2
����!W�� y�0/1��I������{�'&(��������)*�� �����+�����S,-���
�'&
/1)*�
I��SU_��P
TF��T f(T

d3�



)*���������@��!
P�����T
�{�
�y)*���������q���xe�e(T e�r ���=uF��4=���� 
Pa,-���K���
�OP������� mI���P����0+k/1 
!Xd
T f�r ���=uF��4=���� 
Pa,-���K���
�O����!

I���P����0Ty���
�MP������� X�F/1���A�1,{���
�M�������� F/1 
4��CuF2
��������4��� 
4��y���q���=uF��4=����!mEF/14HGV���W���
�C���� D+g/1 
!
�� �������,-��������LN�$���a���
�AI���P�����LN�
��4H�"����!
������4=��I$6W��40/n����������!a,-����).���
�A���� DT����
�x����!"�F/1���:�1,k���
�
�������� F/1 
4��MuF2
��������4��� 
40�y�F/1�������x���
����2
P������
�O)*����������T"����P��X4��� �����/1���x�� 3������,-������ 
4��M,-���� 
P����
/1�
���0/1��LN�
�� "���
�x���� �>7)*�$��������!
�����H/1 
4��A������40/1 
 
��!DTK���
�xP������� VI���P���������,-��4�2
����!"LN�$���"I��� 
�
�O/1 
!X!
�=����4=����!XLN�$���m/W 
�=Ls�
�
�1����)A2
I$���$�
I��$���S��2
E�y��/1)C/1)C/B����2����Bd3����Ta���
���K��2
E��M�F/1�
/ &S/1l��*�
�
�1���340/B���
��!
�W/1 
!�E
2
��I$��>7�$ �^o��I$�������x4�����I��� 
PV��I���)*�� ��0T����
�a^��R�t�F/1�C/`d3��T ?�r
�32F/1 ���2
) �=�*4����� 
4=6~,-����d�e�fq 
) /1 
!M/1 C/}5�����/1P���!F/1��Gx4���2
 ��{��/B���N�1,o��i:4���2
 ����@����������4��� 
!DT
���
����/1I�I��}LN�N2
�N���C)*�0/1��2
���S���
�q�� ����� 
���$�b6O�1,�/~���� 
P�I��S���� D� �NuF2
��������4��� 
4��KLN�$���R�
��P��R����P� F/1I�>
���B>7 
�������:��/B������ �_���
�S����P� F/1I�>|���B>7EF/14HG3P�����2
 
!O�� ����� 
���$�b6M��/B�����x���N/1�
�
���0&(��)C/B����I$6Mf�j(T
�{�
�*�
�
�1���34�2
������ 3�q���:/y�{��� ����P� F/BI_LN�$���V�
2
I����xLN��!(���V�1,@f�jO 
��T~���
�~����P� F/1Io[F�����SP������

���y���
�*�������H� ��v�� 4��� �5����������O� /1�q!
��)C/1 
!
��!�E�6V��2
�q!F/B�H/y4���I�I���4=������ "��6����H�=) � +o���
�� �������
�:�
2
I$����!
����4�����)*�$ F/B������T_l�,z�����@���
�:�
2
I�����!
����4�����)*�$ F/B���������
�:����P� F/1I��F/1�N/ ���� /1)*�
I��$��2
!
�
/1 
!�/yf�jO 
�q�
2
I����ALN��!(���DT~���
�*�
2
I����xL���!(����/1 
!�/1)*�
I�����2
!
�A40/1 `E��x51/1������!VE�6V4H�F/1 
P��� 
P
���
�S���=������ 
P~�F/1��/1)*�=�������N�1,o���
�S!
����4�����)*�$ F/B������T
v7 M��2
�{�'&(�������)*�� ��}+����
���
2
I�����!
����4�����)*�� F/B���1�����@2
����!y/1��/K���H/1 
!F/1��!O!
��)A2
I$�����
I��'&(�=�0+(/1�@�$�

�F/1�_�� 
���� 
�
2(�g/1 
!K[
5��@��6� 
4'�
���� 
�$����!x��2(���
2(����Tg���
��[F�����g��2(���
2(�_P������o����/��
�
�1���� �>74���2
 �������+
���
�N����4��� 
!C�� 
��P������k���q/:�N; Y��z����)*�@���S!
��P��$�H/1I�4��� 35���������� � /1 
!x���F/B������P� F/1I
���k2
����!*,-���g���
�)*��4����B>7)~�1���$�� ~!
�=����4=������ O/1 
!C4���)*���� 
��/B������ C/1 
!C���
�����
����!*����������4=����/1I�I$6*/1 F/1I$6�����!*LN�$���M/1 
U c ^_>H�}fR� �N���
!
�S/1 
! c 4H�3L{/1��� � ������4=����2
)./1 F/1I$6�������T
�J�q���H/1E
��I������@���
�N���� �>7)~���������g!
�����H/1 
4��������
�F/B���N�1,D/1 ~�� 3������,-������ 
4���,-���� 
P��@L{�N2
����/:,-���� 
P��'>

I���4HG"����4H�
 
���32
�1+k�� `, /14=�KL@�MI���4HG"���
�C���� �>7)*�$�������S!
�����H/1 
4��*���"/R4������H/1�� ��� ����� 
���$�76`I��=5���I@�1,
�� �������,-������ 
4��O,-���� 
P��1T`���
�y�� ����� 
���$�b6�I��=5���I��$ m��2
�A40/1���y���K���
�y 32
)AE����x�1,�4���2
 ����~�����x4����b>
�H/1�� a����)*�K�� �������51/1IN�-2
��2F/1I�I$6��}j�jM���S�1j�jM)*� � /1�:!
�=������)*�� 
��!"E36"/O�
2
I����x4���2
 �������LN�
��4'�V���4��� �������I�I���!OE36O��2
���J/1E �����=L��� �������, /14��:�
����P���/1)*)RT
�{�
�N�� ��H�= 
�����b6KI���4HG�>7I��=5���I
���g���=���� A���
���
����P���/1)RTJ���
�� ~���
���� ����� 
���$�b6K�1,���
�{,-���� 
P��{!
�$#%�����

,-����)����
�AI��34'GyI��=5���I|+����
�K�
����P���/1)R+�!
������ 
!
�� 
PO�� W���
�AI��34'Gy���I?/1���$�76�+LN���$�����:jC���K�K���C���
�
;�l�8�>74�/1��!RE
2(#%����+�/1 
!O���
�q��2(���
2(�N�1,_���
�S40/1��!yLN��I�I����
�� RE��q/1������P� 
��!y���*/1 W/1)*�
I�����2
!
�:�1,
jO�1�qi �ATD�J�y)C/1G��K���
�~)*�0/1 "I��=5���Ik�B,����
�x����P� F/1I_���32F/1I�j �A+DL@�x���
�$,z�:���
�x��2(���
2(�S����P� F/1I
!
�}LN "E�6�(��T i �AT �p�}L{>7�F/1����[FI$����/B������ yLN�$���"/*����)*�q4��� 
���H/1 ����1,�/1�
�
���0&(��)C/B����I$6Wi*����4=�� 
!
�
���K2
����!X���a��)*���1����5���I$�H/1P�� � 2
)*�
��Tal�,z�����K[FI$����/B�����1 `���
�M����P� F/1I����q,-����!X���W���
�O����>7�
�������
!
���$5�����T
lN,z�H�=��/1)*�
I���[F40/B���$�� OE36M���
�q�
��P��O5���I$�H/1P��:�
�������*!
���$5�����+
���
�q���������N����P� F/1ID�F/1��/1 W/}5�����/1P��

/1)*�
I�����2
!
�x�1,�/1�
�
���0&(��)C/B����I$6Vi1jy)��ATp���
���:5���I$�H/1P��~4��������������� 
!
�S���W/ai1j1jy 
) �
�������R!
���b>
�
I?/14���)*�� ��N/1 
!yP��$5����{���
������/14HG3�� 
Px��/1 
P���,-���@���
�:4��� ��H����I%�1,J���
�:���� �>7)*�$�����1�@!
�����H/1 
4��1Tk���
�
�'&(��������)*�� ��H/1I{���=��2
���$������I$,����A,-��2
 
!m���VE��y���H/1E
I��O�� 
��2
P����� 
I$6����VG1���������
�y�� 3������,-������ 
4=�
�
�F/1���:4��� 
���H/1 3��LN�$���
�� M���=5�����/1ID���� 
�N�1,o����4��� 
!
��T����$���C���
��,-���� 
P���I���4HG~���
�:���� �>7)*�$��������!
���b>
�H/1 
4��N���k���H/1E
��I�������!A���SLN�$���
�� *i}>H�}j: 
) /14�4�2
��/14=6~/1 
!*40/1 *E��NG1���(��,-���k2
�~���~�}jn>��1j�)*�� �2(������+
LN�
��4H�R������2(�*4����� �������)*�����~������,-����)s��2
�N)*�0/1��2
����)*�� �����T
�{�
�N!
��)*�� 
������/B������ x�1,�H�
�{,-���� 
P��{I��34'GS,-2
 
4=������ 
�� 
P:���g���
�}LN *�� *Uo��P
T���T d
T_l���40/1 ~E��������� 

�� S���F/B�o[FP�2
���1+B,-���J���
��[F�����{�}jN����4��� 
!
�_���
�@I��34'G����o��LN�$��4H�
��!A�1#C/1 
!q���
������ �>7)*�$�������p!
�����H/1 
4��

d*?



0 10 20 30 40 50 60

6

7

8

9

10

11

12

13

Time (sec)

P
h

o
to

c
o

u
n

ts
 (

th
o

u
s
a

n
d

s
 p

e
r 

1
0

0
 m

s
)

12

10

8.5

7.5

Lock ON

U_��P�2
���q��T d��
���
���K[FP�2
���O���
�}LN�x���
�O�����,-����)C/1 
4��M�1,N���
�M,-���� 
P��'>7I��34HGT �p��4HG�������$������ 
�x/1���
!
���
��4=����!W/1�N!F/1���
��!RI��� 
����T

���S��40/1 
 
��!D+gI��0/1!
�� 
PO���y���
�C/1�
���0/1��/1 
4��C�B,��� �������,-������ 
4��~,-���� 
P�����TM�{�
�� ����
�~,-���� 
P��'>7I��34'GW���
��LN�$��4'�
��!O�� O/1 
!M���
���
�F/1�����1,p���
���� �������,-������ 
4��:���@���=�{���x/K4������H/1�� MI��=5���I%�1,J�� ����� 
���$�b6*���32F/1I
���a�}j�j�j�j*4���2
 ����������K�}j�j*)*��T�^k��/14=����40/1I�I�6�+L@�A40/B "I��34'GM���O/1 �6W�
�F/1���A�1,g���
�A�� �������,-������ 
4��
,-���� 
P�����+(�������~/1 �6C�� 3���� 
���$�76*I��=5��=ID�� C���
��,-���� 
P��1Tgvw��40/1 OE��������� R/1I����K���F/B�@���
�:�� �������,-������ 
4��
�
�F/1���x40/1 "E��AI���4HG1��!V/1I�)*���������M���
�A)C/n&(��)A2
)��1,����
�K,-���� 
P��O�b�n�1j�j�j*4���2
 ����:�����A�}j�jC)*� �!
�nLN a���C���
�A)*�� 
��)K2
)��1,k���
�K,-���� 
P��O�|��i1j�jC4=��2
 3���������A�}j�jC)*� � T����
�A����)*�q4��� 
���H/1 ���,-������
�N,-���� 
P��NI��34'GA����/1�
�
���0&(��)C/B����I$6A�� 
������4��� 
!DTk���
��/14=��2F/1I�� ����� 
���$�76xI��=5���IFLN�
�� *���
��I���4HGA���
�� W����/1E���2(�:i�rsI����������F/1 R���
�K���=������� 3��!
2
�q���*���
�q��)*������,-��4=��I$6O4���)*���� 
��/B����!a�� �����P���/B�����
�� O���
�SI��}L{>7�F/1����[FI$������T

� ��� � � . � � . �! �"� � . ��� 	 ��� /  � 	  . �! #" �-,  � � � � �+"�� 
�o��!
�=����4=�y)C/14����B>7)~�1���$�� F/1I�����!
��EF/1 
!
�M�� �12
�M�H&(��������)*�� ��H/1I����=��2
�D+�/B�C[F�����CL{�a�F/05��W���
�
�����F/1����/1 ~���(����)C/1I(�� �������,-������ 
4��N�
��4=��2
����,-����)</S���� 
P�I��{���� */1 
!*�$���k��)C/1P��1+�/1 
!x���
����40/1 ~E��
/14'�
���=5���!*E36x��I���P�����I$6q����I$���$ 
P��H�
�N)*�$�������g/1 
!*���=������ 
PSP������� C/1 
!*����!*I?/1�����k�� 3���� 
���$�76AI��=5���I��k���
���
�q�
����!
�=������)*�� 
��!R51/1I�2
����+�����K����4=������ Wh(T f(T{���
�q)*�0/1 R�� 3���� 
���$�76O�1,k/1 W���� O����P��=���
���NLN�$���
�$���{��)C/1P������@2
��2F/1I�I$6CE�=�bL@���� Rd�j�j�jA/1 
! ?�j�j�jK4���2
 ����������:�}j�jK)*��+F/1 
!M���
�:4��� �����/1�����1,J���
�
,-���� 
P����@�����76��
��40/1I�I$6~/1E���2(�{d�j�rMTkUF�������
���������=������ 
P������
��I?/1�������� 3���� 
���$�������@/1�����32
�$����4�I����������
��/B��2
��/B������ DTk���
�:����/1�y��������/B������/B��/x���}L@���N�1,kiK� TF���
�S���� �>7)*�$�����1�{!
�����H/1 
4��:����I���4HG1��!y���
���
�S)*��!
!
I����1,g/1 R�$ 3������,-������ 
4��S��I������1T

d�e



�{�
������4��� 
!M�������C���g���q!
�=����4=�����
�N)*�1������ F/1I�,-�����32
�� 
4������@�1,����
�N���� */1 
!*���S�����N���
�������� C/
������4=����2
)�/1 F/1I$6�������T��{�
�q�� 
���H��/1I��������$������ M�� M,-�����32
�� 
4=6R�B,o���
�S����!
��EF/1 
!
�N4�/1 RE���,-��2
 
!yE36
��2
�
�
I$6��� 
Pq/1 *�'&������� F/1IF�'&(4��$�H/B������ x���:���
�N�� 
!�>740/1�
��/B�k���
��,-�����32
�� 
4=6*�1,Dj(T ?��x��T iq�W���K�z���
�
,-�����32
�� 
4=6a��/1 
P��K!
������ 
!
���� W���
�K����/1�a��nL@��� � T�9_&(4��$�H/B������ a/1)*�
I��$��2
!
�S���
��2
I�!aE��A/1����2
 
!��f�j�! Q )RTgl������3�� C/1�g���
�N�'&(4��$�H/B������ A,-�����32
�� 
4=6~���H/1�����k���q/1�
�
����/14H�C/:����!
��EF/1 
!x,-�����32
�� 
4=6�+���
�S�� �������,-������ 
4��S4��� 3����/1����P��3���N!
�}LN W!
2
�:���~�������� 
P~���� y����4���I�I?/B�����1 
��T
*� 
4��K���
�q����!
��EF/1 
!W,-�����32
�� 
4������:/1���q���12
P��
I$6yG3 
�}LN D+����
�=6W40/1 WE��K������ "!
������4=��I$6y�1 W���
�

������4=����2
) /1 F/1I$6����=�0T@UF���N�'&
/1)*�
I��1+/B��iA� ����/1�R!
���$5��S��nL@���N���
�S,-�����32
�� 
4��������1, $</1 
! �
)*��!
���:I����x/B�q/1����2
 
!��C�W���*/1 
!���T �y�W���~����������4=���$5���I$6�T~���
�*)*�0/1 ",-�����32
�� 
4=6VE��=�7L@���� 
����!
��EF/1 
!
�AL@�y/1������P� m/1�x/a4��� �����/1I@,-�����32
�� 
4=6X�� ����
�M������4=����2
) /1 F/1I$6��=����+k���
�C,-�����32
�� 
4=6
���F/1 `���:���=�S���W�1j�jOG����1+J���
�~��������I�2(������ "EF/1 
!(LN��!(��� � � Q � � ���:���32F/1Ig���`�}j�jO���*/1 
!V���
�� Q � [FI$�������������=�����yUgU_� )~��!
�1+D�� W���F/B�����$��2F/B������ W���
�A������4=����2
) /1 F/1I$6�������������,-����)*��/1 
UgU_��/1 F/1I$6������k�1,%���
�N����P� F/1I|To���
��/14��32
�����$������ A����)*�{�1,D/S���� 
P�I��{������4=����2
) �� x���
��UgU_��)*��!
�
LN�$���R���
�����A���=������ 
P�������f�j*)*��TN���
�K�� ������� 
����4S 
�������q�1,g���
�K�����4=����2
)�/1 F/1I$6����������NI����������F/1 
��n�1jy! Q )RTO�o�W����)*�n5��~5���!
���W 
�������~,-����) ���
�C������4=����2
)R+o���
�C 32
)xE���K�1,@����/14��M/05�����/1P����
� ��lJ5�P � 40/1 �E�y���=�M/B���12
 
!�f�ja���`h�j(TX���
�y������4=����2
) �1,����
�y�������� F/1 
4��yuF2
��������4��� 
4��W���
���
�}LN V�� VU_��P
T%��T i�TS���
�x����!
��EF/1 
!
�S/1�
���0/1���� a���
�A������4=����2
) /1�����F/1���V�������� F/1 
4����S/1E��}5��
���
�O^o���������� 
�?/1 � 
�������CEF/1����I��� 
�1TW���
�C,-�����32
�� 
4������~/1���C���32F/1I������}j��1jRG����O/1 
! ����?�jRG����

U_��P�2
���S��T i ���UJ> c ���4=����2
) �1,p���
���������� F/1 
4���uF2
��������4��� 
4���LN�
�� O���
������ C���$���{�� *���
��)*��!
!
I��
�1,g���
�K�� �������,-������ 
4��K��I������1T $</1 
! � ����!
��EF/1 
!
��/1���K������ V/1�����F/1���a�������� F/1 
4����
LN�$����/1)*�
I��$��2
!
�y�1,:h�/1 
!�i�T iV! Q ����������4=���$5���I$6�/1E��}5��R���
�a^o���������� 
�?/1 � 
�������
EF/1����I��� 
�1T

i1j



S
ig

n
a
l 
p
o
w

e
r 

(d
B

m
)

102010191018 1021 1022

U_��P�2
���q��T h � $�>7����!
��EF/1 
!K�1,
���
��)C/14����B>7)*�1���$�1 M�-E
I�2
��4�2
��5�� � /1 
! �p������ ������?/1 q[
���-����!K4�2
��5�� � TUF�����32
�� 
4=6CLN��!(���
Γ & d3�1j ± �1jA���1Tk���
��������4=����2
)t/1 F/1I$6��=���@,-�����32
�� 
4=6M���F/1 

����iAG����1+�� Q � & �}j~���1+ ��lJ5�P & f�j(T

/1 
!y���
�q/1)*�
I�����2
!
�:�$��/1E��2(��hx! Q /1E�n5��:���
�S 
��������uF������T�o��I�����G�/B�p�H�
��)C/14����B>7)*�1�����1 F/1I1����!
��EF/1 
!
�o�� q!
�=�H/1��I|+0���
�k,-�����32
�� 
4=6K���F/1 K/1 
!K� Q � �F/}5��
���yE��x����!
2
4���!DT~UF�����'&
/1)*�
I��1+D�� VU_��P���Tp��T hy/1 
! ��T ��+p������4=����/O�1,����
��$ /1 
! � ����!
��EF/1 
!
�
/1�������
�}LN M����������4=���$5���I$6�T����
��������4=����2
) �1,J/q����!
��EF/1 
!MI$����G3��I���G1��/q�������� F/1 
4���I��� 
��LN�$���M/1 
/1)*�
I��$��2
!
���1,_hK! Q /1E��}5������
�:^_���������� 
�?/1 M 
��������/1 
!y/K,-�����32
�� 
4=6MLN��!(���O�1,o/1�
�
���0&(��)C/B����I$6i1j�jA����/1 
!O40/1 ME���L{��I�I%/1�
�
���0&(��)C/B����!*LN�$���O/ �p������ ������?/1 CI��� 
�1Tg���
��4��� �����/1I�,-�����32
�� 
4=6M�1,
���
���{I��� 
�����@���32F/1ID���A���
�:���� D� �@���
����)C/1I%����4���I�I�/B���$�� C,-�����32
�� 
4=6y/1 
!R/B,z�����{���=5�����/1Ip����4��� 
!
�N�1,
/}5�����/1P��� 
P�40/1 ~E��!
�=������)*�� 
��!A����LN�$���
�� M�}j:���N/14�4=2
�H/B4=6�Tk���
�N/1)*�
I�����2
!
�@�1,���
������!
��EF/1 
!
�
P��$5����N2
�N�� (,-����)C/B���$�� y/1E��2(�N���
�q/1)*�
I��$��2
!
���1,_���
�S���� D� ������4���I�I?/B���$�� 
�{�� O���
�:����/1�D+
LN�
�����0/1�
���
��I��� 
�=LN��!(���*�������32F/1I����K���
��4��3��I��� 
Pq��/B��� � �1e��|+3LN�
��4H�O������ M/1P�������)*�� ��@LN�$���C���
���'&(���4=���0!
51/1I�2
��� � ��i��|T
��������L@�����
��2
I�!~)*�� 3������ A���F/B�k���
�N����!
��EF/1 
!*���F/1���N�F/1��/S��)C/1I�I
/1��6�)*)*�=����6A���}L{/1��!
�k���
�

I��nL�,-�����32
�� 
4=6R����!
�S!
2
�:���x���
�SI?/1������4�����I��� 
PA�1,g/x����/1�
���!R���� �� ��?��|T

� ��� � � . � � . �! �"� � . ��� 	 ��� /  � 	  . �! #" �-,  � � � � �+"��  � � . �
� � � � / � " . �  % , � "�� � � � 	 � � / � � . �! �"�

*�2
�_���(����40/1I3���=��2
�~/1 
!K���
��51/14�2
2
) 4H�F/1)AE����g/1I�I��}L�2
�_������I�I�2
)~�$ F/B���k���
�@40/1�(��2
����!x���� qLN�$���
d�e�fR 
) I?/1�����qI���P����S,-����) !
�$#%������ 3�K!
������4=������ 
��+_/1�q���
�nLN ��� �U_��P
To��T ?(TO���
�Mh�i1jy 
) I?/1�����
E��0/1) ���S/1I$L{/}6��:!
������4=����!�/1I��� 
PM���
� $�>b/n&(����LN�$���"5���������40/1Ik���I?/1�����0/B���$�� DT Q ��/1)*�qU�/1 
! Q/1�����1#>b/n&(���kLN�$���C����������4=�@���q���
��)C/1�� ~E��0/1) /1 
!M/1�����1,z���� C2
����!M!
2
���� 
PS���
��)*��4����B>7)~�1���$�1 

i��



1180 118110791078 1182

U_��P�2
���S��T � � ��>7����!
��EF/1 
!K�1,(���
�@)C/14����B>7)~�1���$�� C�-E
I�2
��4�2
��5�� � /1 
! �p������ 3�����?/1 S[
���-����!A4�2
��5�� � TUF�����32
�= 
4=6MLN��!(���
Γ & d3�1j ± �1jK���1T����
�������4=����2
)t/1 F/1I$6�������,-�����32
�� 
4=6O���F/1 

����iAG����1+�� Q � & �}j~���1+ ��lo5�P & f�j(T

4���)*���� 
��/B������ O�
����4�������T
�{�
� $</1 
! � ����4���I�I�/B���$�� R)*�3!
����I����S�� R���
�K�
I?/1 
�q�1,g���
�K���� 
P*��I���4=������!
�A/1 
!a/1���A/B�����
�

/1 
P�I����1,/1�
�
���0&(��)C/B����I$6:d3i
◦
LN�$���K����������4=�g�����H�
���
���������� 3�H/1I��
I?/1 
�1T_���
�  )*��!
�����o�������� �����!/1I��� 
PA���
�S!
������4=������ O�1,o���
�S�� 
!W40/1�y��I���4=������!
����T

�{�
�R,-�����32
�� 
4=6��1,S/1I�I{)*��!
���*40/1 �E��R!
�=����4=����!ZE�6���2
�
�
I$6��� 
PV���
�R�'&������� F/1I��'&(4��$�H/B������ 
����P� F/1IN�zLN�$���`/1 `/1)*�
I��$��2
!
�A�1,{/1E���2(����f�jO! Q ) � ���O���
�~�� 
!�40/1�
�q/1 
!`E�6"I�����G3�� 
Py/B�:���
��� �������,-������ 
4���,-���� 
P�����+1/1�J�F/1�oE����� A�
���=5�����2
��I$6:!
����4�����E���!DTk;�2
�����N���
�@P1����)*�=����6S�1,(���
�����=��2
�D+
���
�K4=����I��� 
P~�
����4���������2
�� 
����2(�����CE��q!
�$#%������ 3��,-���N�0/14H�a)*��!
�K/B 
!aP��$5��� WE��0/1)�!
������4=������ DT
���
�����=,-�����~���
�*����!
��EF/1 
!
�SLN�
��4H�VL{�*��E
������5��C�1 `���
�~������4=����2
)�/1 F/1I$6������S�F/05��C/y!
�$#%������ ��
/1)*�
I�����2
!
�W/1 
!�LN��!(����,-���*!
�$#%������ ��CE��0/1) !
������4=������ 
��T ���=5��������
��I������M�$�C���*��)*�������H/1 ��~���
)*�� ������� X���F/B�xL@�R!
��!m 
�1�x[F 
!�/1 �6m��2
E
���H/1 ����?/1I{!
������ 
!
�� 
4��W�1,����
�R/1)*�
I��$��2
!
�O/1 
!m���
�
LN��!(�����1,����
�C����!
��EF/1 
!
�A�� ����
�M���I?/1�����0/B���$�� `�1,����
�M4H�
������ X4�����I��� 
PRE��0/1)R+oLN�
�=���
���A���
�
E��0/1)tP��3����/1I��� 
PA���
�qUX��� Q !
������4=������ 
��TU
���_�'&
/B)*�
I��1+1�$,
���
��,-���� 3�_E��0/1) ���_2
����!D+�!
�� 
�1����!~/1�_E��0/1) U@+n���
��5�������E
��I$���b6:�1,
���
�@,-���� 
P����
�� C���F/B�{40/1���:���{/1E��2(���1jn>bf�j�rMTo���$���C���
��P������� yI�/1�����{���@!
�=��2
 
��!yE�6M/1E���2(���(�1jx�W����,-����)
���
�{�������� F/1 
4��1+�/1 
!A����!xI?/1�����k/1I�����!
�=��2
 
��!x,-����) ���
�{�������� F/1 
4���E�6 ��}j:�W���1+����
�{����!
��EF/1 
!
������4=����/x/1�������
�}LN y�� MU_��P�2
��������T eA/1 
!y��T$�}j(Tk�{�
�S/1)*�
I�����2
!
���1,p���
� $�>7����!
��EF/1 
!M40/1 ME��:/1�
�
��P��"/1�A�n�*! Q /1E��}5��K�H�
�x^o���������� 
�?/1 a 
�������KEF/1����I��� 
�1+D/1 
!"�$������/1I$L{/}6������
�xI?/B��P1�����:�1,k���
�$�>H+ ��>����  >7)*��!
����T�N������L@�:�F/05������A�����$ 3�{��2(�@���F/B�{���
� $ /1 
! ��>7)*��!
���{/1���������� y�$,D���
������ M���@��I�I$2
)*�$ F/B����!
,-����)�/1 �6�!
������4=������ DT]���
�a������4=����/��1, $N>~/1 
! ��>7����!
��EF/1 
!
�O/1���W���
�}LN Z�� U_��P�2
�����O��T$���
/1 
!W��T$�n�A/1 
!M�H/1G1�� yLN�
�� O���
� Q >7E��0/1)s���{2
����!y�� 
���H��/1!DT��N�nL@�=5�����+F���
�  >7)*�3!
��������E
������5�>

i��



/1E
I��q�� 
I$6R�$,_���
� Q >7E�0/1).����2
����!D+%�����xU_��P
T���T$�}fM/1 
!W�F/1�����
�K��)C/1I�I��=����/1)*�
I�����2
!
�q�}5����:/1I�I
E��0/1) !
������4=������ 
��/1 
!a����!
��EF/1 
!
��T����
�A���0/1���� a,-���N���F/B�0+%������F/1�
��+D�������F/B�����
�K!
������4=������ W�1,
���
�  >7)*�3!
��/1��L@��I�I%/1�@!
������4=������ 
���1,p���
��4�����I��� 
PqE�0/1)*�@4��������������� 
!
�@���K���
��)*�����{���(����)C/BI4�����I��� 
PV4��� 
!
�$������ 
��T ���
�����=,-�����R���
�  >7)*��!
�y�F/1�~���
�R��)C/1I�I������C/1)*�
I�����2
!
�y�1,:/1I�I�)C/14����B>)*�1������ F/1IJ����!
��EF/1 
!
��+o/1 
!"�$��40/1 V 
�1�:E��A)*�0/1��2
����!`/1�:�=#%��4=���$5���I$6"/1�����
�x)*�1������ W�� "�1���
���
!
������4=������ 
��+
�
�nL@�=5����N���
���{�����
��4: 
����!
�N,-2
�����
���N�� �5������H�$P�/B������ DT

k

Mirror

i30

30

ring

end cap

a)

main beam

beam F

beam B

X,Y
Z

j

i

beam F beam B

4545
ion

main beam

b)

Z

Y X

front view

ring

end cap

U_��P�2
���q��T ? �
���
�S���F/B���?/1ID�������= 3�H/B������ M�1,o����/1�y�=I���4=������!
����/1 
!yP������� RE��0/1)*�{LN�$���y���������4=�����
4�������!
�� F/B���A��6�������) �-�|+ � + G � +D�����*/1I����yU_��P
TD��T ��TK/ � �$�S/C5����=L �1,����
�x���=��2
�V,-����)
/1E��}5��1+3E � ���k/�,-���� ��g5����=LS+����
����>b/n&(���_4��������������� 
!
�k�������
�{)C/1�� AE��0/1) !
������4=������ D+
���
� � >b/n&(���{����!
������4=����!O5���������40/1I�I$6�+3���
�SG�>b/n&(���{������ ����N/0L{/}6C,-����) ���
�q^��R�:TF���
�
!
������4=������ O�1,o���
�S����!RI?/1����������/1I$L{/06���/1I��� 
PA���
�S��>b/n&(����T

i1f



U_��P�2
���S��T e � $�>7����!
��EF/1 
!K�1,(���
�@)C/14����B>7)~�1���$�� C�-E
I�2
��4�2
��5�� � /1 
! �p������ 3�����?/1 S[
���-����!A4�2
��5�� � TUF�����32
�= 
4=6WLN�$!(�H�
Γ & f(�}f ± i*���1TN���
�K������4=����2
) /1 F/1I$6������N,-�����32
�� 
4=6a���F/1 

����iAG����1+�� Q � & �}j~���1+ ��lo5�P & ?�j(Tk���
�qUJ>7E��0/1)s����2
����!R���~4�����ID���
�:���� DT

U_��P�2
���S��T$�}j � ��>7����!
��EF/1 
! �1,C���
��)C/14����B>7)~�1���$�� s�-E
I�2
�m4�2
��5�� � /1 
!��p������ ������?/1 [
�Z�-����!
4�2
��5�� � TCUF�����32
�� 
4=6"LN��!(��� Γ & �1f�j ± d�jy���1T~���
�*������4=����2
) /1 F/1I$6�������,-���H>
�32
�� 
4=6M���F/1 O���{iqG����1+F� Q � & �0jA���1+ ��lJ5�P & ?�j(Tk���
�:Up>7E��0/1) ����2
����!O���
4�����ID���
�S���� DT



U_��P�2
���q��T$��� � $�>7����!
��EF/1 
! �1,C���
��)C/14����B>7)*�1���$�1 s�-E
I�2
��4�2
��5�� � /1 
!��p������ ������?/1 [
�Z�-����!
4�2
��5�� � TCUF�����32
�� 
4=6VLN��!(��� Γ & h�f�j ± �}jy���1T*���
�~������4=����2
) /1 F/1I$6������:,-���'>
�32
�� 
4=6W���F/1 W���q�ni~G����1+%� Q � & f�jC���1+ ��lJ5�P & �1j(T����
� Q >7E��0/1)����N2
���=!
���~4�����I%���
�S���� DT



U_��P�2
���S��T$�n� � ��>7����!
��EF/1 
! �1,C���
��)C/14����B>7)~�1���$�� s�-E
I�2
�m4�2
��5�� � /1 
!��p������ ������?/1 [
�Z�-����!
4�2
��5�� � TCUF�����32
�� 
4=6"LN��!(��� Γ & h��1j ± �1jy���1T~���
�*������4=����2
) /1 F/1I$6�������,-���H>
�32
�� 
4=6W���F/1 a���q�nixG����1+D� Q � & f�j*���1+ ��lo5�P & �1j(T����
� Q >7E�0/1)�����2
����!
���*4��3��ID���
�S���� DT



U_��P�2
���q��T$�}f �
�'>7����!
��EF/1 
!S�1,����
�k)C/14����B>7)*�1���$�� ~�-E
I�2
�k4�2
��5�� � /1 
!��p������ ������?/1 �[
�{�-����!S4�2
��5�� � TUF�����32
�� 
4=6aLN��!(���
Γ & ���}f�j ± �ni1jO���1TA���
�~�����4=����2
) /1 F/1I$6�������,-�����32
�� 
4=6

���F/1 V���qiMG����1+o� Q � & �}jy���1+ ��lJ5�P & ?�j(TK���
� Q >7E�0/1)����:2
����!V���y4�����I
���
�S���� DT





� � � �  � � 
 � � � � � ��
a��� ��� �� �


 
 � �V� � � 
 ��� 
�� � � � � ��� ��� �� �


 
`������� � ��� 


���
�@, /1�b>w[F��I�!K)*���������b>7�$ 
!
2
4���!K���
�$,z�g�1,/1 x�H&(4��$����!~/B����)*��4�I��'5���I�����4���I�I?/B�����o�� K���
��L�/05���I��� 
P1���
��40/1I���LN�
�� K���
�@/B����)x>7)*�$�����1�p!
�����H/1 
4������J5B/1������!DT_���
�����=,-�1���B+1LN�
�� K���
���������$������ S�1,
���
�@/B����)
���g4��� �������I�I���!K�������
�{�'&����� 3�k���F/B�k�$�gE���4���)*���k���� 
���$���$5��{�������
���g���F/B���?/1I(!
����� 
!
�� 
40�1+����
��I��=5���I
���
�$,z�K���
�� X/14=���x/1�A/W���F/B���?/BI�I$6a51/1��6��� 
PW���1���� ����?/1I

U(~r)
+g/1 
!��H�
�M/B����) ,-����I��K�$���KP���/1!
���� ��

−~∇U(~r) /1��/x,-����4��1T@���
�q2
���q�1,g��2
4H�"/x,-����4��:���~����/1�W/B����)*���� W/1 R���(����40/1ID�������� F/B������L�/1��
������������!X�0/1��I�������� �1h(+'����� �k�$�K���S�H�
�$�KG3�� 
!��1,{����/1�
�
�� 
PR,-����4����KLN�
��4H��L@�M��E
������5���!X,-���S���
�
[F�����N����)*���� y��2
���'&(��������)*�� ��0T�l ���� 
P�I�������/1�
���!W/1 
!RI?/1�����b>7�'&(4��$����!y���� O���N/1 R��!
�0/1ID��6�������)
,-�������
���@��E
������51/B������ D+(/1�{�$���@������$������ C40/1 OE���4��� 3������I�I���!C�� C���
�� F/1 
��)*�=�����@��40/1I�� � h(+7��?(+w�1e��|+
/1 
! �$���C�� �������/14=������ mLN�$���Z/`!
�����H/1 3�C)*���������~�F/1�M/1I����0/1!(6mE����� Z!
��)*�� 
������/B����! � h(+B�}h(+B�n���|T
v7 �4��� �����/1���K���R���
�����C�0/1��I������S�'&(��������)*�� ����qLN�
��4H��!
�=����4=����!����
�C�=#%��4=�A�1,N/R)*���������:�� `���
�
��I���4=������ 
��4x���H/B���x�1,{/1 V���� D+D��2
�: 
�=L ����2
!(6"���=5��0/1I��:���
�~/14=������ "�� `���H��)*�1������ F/1Io!
��P������~�1,
,-������!
��)RT
���
�S������2
I$���N�
�������� 3����!W�� O���
����4H�F/1�(�����N�F/}5��S����4��� 3��I$6OE���� W�
2
E
I������
��!y�� �� ?�j��|T

����� �����	��� 2 � / �
	 � " . �-, 	 � . �  �
Q �=,-������L@�����H/1���@���A!
�=��4=���$E������
���'&(�������)*�� 3�H/1I��F/1���@�$������I$,b+3L@��,-��4�2
�@�� C���
��)*�=���
�3!CLN�
��4H�L�/1��2
����!O���x)*�0/1��2
�������
�:)*��4H�F/1 
��40/1ID/14=������ M�1,J���
�:���=uF��4=����!y[F��I�!DTg���
�S)*�������������H/1 
!
�N/B�
�������O������$������ W�� R�H�
�K�A/n&(����+%/1�����
�}LN "�� aU_��P
T,?(T$��+���
�A������$������ W�1,g���
�K����/1�W4��� 3���������

zo
+

/1 
!R���
�S�� 
���H/1 3�N���� y�������$������ y���
zi
T����
�q���� y)*�n5����N�� y���
�:�bL@�*���1���� ����?/1I������� 
�S���N4����0/B����!

E36M���
�q^_/12
ID����/1�W/1 
!R/1 
�1���
���N�� 
�S���N/xI��=5���Ip���
�$,z�N��1���� 3���?/1I
U(z) = −~

εΓ
2
sin(2kz)

Tk���
�
���1�H/1ID���1���� ����?/1ID�� 
����P16O,-���N/1 y���� y40/1 O����2
�NE��:LN���$������ �

Etrap =
M

2
ω2trap(zi − zo)2 −

~εΓ

2
sin(2kzi),

� ?(T$� �
LN�
�����

δz = zi − zo
���~���
�a/1)*�
I��$��2
!
�y�1,q/1 ����� D� �C����4���I�I?/n���$�� 
�C/1����2
 
!��$���C���32
��I���E
���$2
)

�������$������ DTg���
�:���1�H/1ID�� 
����P16y40/1 y���
�� RE��S���=LN���$������ R/1���

E =
M

2
ω2trapδz

2 − ~εΓ

2
sin(2k(δz + zo))

� ?(T � �

i1e



PMT

Fringe Lock

Spectrum analyzer

Paul trap potential

level shift

Mirror

intensity (decay)

frequency shift

Photon counter

Ba ion

0 z

PZT

z zo i

U_��P�2
��� ?(T$� �����
�y�'&(��������)*�� ��H/1I����=��2
�m���`!
�=����4=�~���
�y)C/14����B>7)*�1�����1 F/1I�,-�����32
�� 
4=6m4'�F/1 
P��
!
2
�:���x���
�S�
�������� 
4��K�1,g/x)*����������T

���
�q)*�0/1 R/1)*�
I��$��2
!
�:�1,o���
�q���� D� ������4���I�I?/B���$�� O���N/1E���2(��f�j~ 
)R+(���
�����=,-�����SL@�K/1����2
)*�:�H�F/n�
δz ¿ 1/k

+g/1 
!
δz ¿ zo

+
zo
���q/1E���2(�A��iO4�)RTM�{�
�C����4��� 
!�������) ,-���:���
�*�� 
����P16V40/1 �E��

�'&(�F/1 
!
��!W�� R/
δz
������������/1 
!yL@�q��E(�H/1�� �

E =
M

2
ω2trapδz

2 − ~εΓ

2
(2kδz cos(2kzo) + cos(2kδz) sin(2kzo)).

� ?(T f �
���
��[F F/1I%�'&(�
������������ O,-�������
�:��1���� ��H��/1I%�� 
����P16C�1,_/1 O���� M�� C���
���
�������� 
4��S�1,o/A)*�������������
�� 
�F/1��,-��2
�{������)*���

E = −~εΓ

2
sin(2kzo)−

~εΓ

2
cos(2kzo)2kδz +

M

2
ω2trapδz

2 + ~εΓk2 sin(2kzo)δz
2.

� ?(T d �
�{�
�{[F�����g������) ���o���
�{4��� 
���H/1 ����� 
�=��PB6A���
�$,z�0+1���
�{����4��� 
!~�� 
�{���g/��
2
��� �B�
2
I�I�,-����4��{�1,I���P����

�
��������2
���1+(���
�N���
����!C���@/B�
�F/1���� 3��I$6x���
�N����/1�C���1���� ����?/1I�/1 
!*���
��,-��2
�����C����/1 C�'&�����/K���1���� ����?/1I
4����0/B����!RE36M���
�S)*�3!
�$[F40/B������ O�1,o���
�:[F��I�!y!
2
�:���~���
�S)~�������1��Tk;������� 
!
�� 
P*�� 

zo
+
���
���{���1�H/1I

���1���� ����?/1I_4����0/B�����S!
�$#%������ 3�:)*��4'�F/1 
��40/1I_�=#%��4=�����q/1����2
 
!
sin(2kz) = 0

+o/C,-����4��~�����'&(��������!
�� *���
������ *LN�
��4H�C������ ��������$���
�������}L{/1��!
�@���@/0L{/}6x,-����)<���
��)~�������1� ��/1����2
 
!

sin(2kz)± 1
+(/

E
�� 
!
�� 
PW� (A� � ����/1 �����>7E
�� 
!
�� 
PR� �� � ���1���� ����?/1Ip����,-����)*��!DT c �� 
4��S���
�K/B����)s,-����I��N���F/B���'&�����/
���1���� ����?/1Ip�� 
I$6MLN�
�$I��S�$�N���N�� y���
�q�'&(4��$����!W���H/B���1+F���
�S,-����4��q�'&(��������!a�� W/1 W/B����)�/1 
!W�
�� 
4��

h�j



���
�S���1���� ����?/1I�LN��I�I%E��:��40/1I���!RE�6M���
�:�
����EF/1E
��I����b6
Pe
,-���N/1 R/B����) ���xE��S�� M���F/B�N���H/B���1T����
�

����/1�R��1���� 3���?/1I����
�� W���0/1!
���

E =
M

2
{ω2trap +

2Pe~εΓk
2

M
sin 2kzo}δz2.

� ?(T i �
���
�SE
�� 
!
�� 
P �1/1 ���� >7E
�$ 
!
�� 
PK���1���� ����?/1ID/B�

sin(2kz) = ±1 ���{4'�F/B�H/B4=������������!RE�6M���
�:����4���I�I?/}>������ :,-�����32
�� 
4=6SLN�
��4H�K/1 S�1���
����LN������,-����4��H>w,-���=��/B����)\L@��2
I�!S�F/}5����� :���
������������4=���$5������1���� ����?/1I
L{��I�I|+

ωvac = (2PeεΓ~k2/M)1/2
T Q 6R�H/1G3�� 
PC�76��
��40/1IJ51/1I�2
����,-������2
���'&(�������)*�� 3� Pe ≈ 7%

+
ε ≈ 1.5%

+
λ = 493

 
)R+�/1 
!
Γ = 2π×15.4

�W���{L{�{P��=��/1 x��������)C/B������ q,-���_���F/B�g,-�����32
�� 
4=6�+
ωvac ≈ 20

G����1T@���
���N�������
�����S����)*����I?/1��P����{���F/1 R����4�����I%,-�����32
�� 
4=6
~k2/2M ≈ 6

G����1+F���
���
����LN�36�+(�� *�
���� 
4����
I��1+3�� 
��40/1 C����/1�M/1 M/B����) ���@/1 M���� *�� *���
����)*������������1���� ��H��/1I|+�/1 
!C�$��LN��I�I
 
�1��E�SG3��4'G1��!R��2(���1,o���
�:���F/B������/1�y!
2
���$ 
P*/~�
�
�1���� y��)*���������� O�
����4�������T
UF���C/1 ���� �LN�
��4H� ���M/1I����0/1!(6�4��� ([F 
��! LN�$��������/1��,-�����32
�� 
4=6

ωtrap
�z�76��
��40/1I�I$6�/1����2
 
!

2π×1
�W��� � +3���
�N���1���� ����?/1I U(z) LN�
��4H�C���gLN���$������ C/1E��}5���/1!
!
�����S���
�N����/1�
�
�� 
PS��1���� 3���?/1I|+����2
�N4'�F/1 
P��$ 
P~���
�:����/1�y,-�����32
�� 
4=6W/14�4�����!
�� 
Px���

ω′

trap = (ω2trap + ω2vac sin(2kz))
1/2 T c �� 
4=����
�S!
�=5��?/B������ 

δωtrap = ω′

trap − ωtrap
������)C/1I�I +(�$������L@��I�Ip/1�
�
���}&(��)C/B����!OE�6

δωtrap(z) =
PeεΓ~k2

Mωtrap
sin(2kz) .

� ?(T h �
vw�k���o���
���_4H�F/1 
P��{�1,F���
�@����/1�A,-�����32
�� 
4=6A���g)C/14����B>7)~�1���$�� F/1I3����!
��EF/1 
!A,-�����32
�� 
4=6�+�/�!
������4=�

)*��4'�F/1 
��4�/1Ip/14=������ D+(LN�
��4H�yL@�q)*�0/1��2
���S�� M���
�S�'&(��������)*�� ��0T

���'� � � � � ,  � � � . 	 � �� *-/ � 	 � " . �-� � � � . � � . �! #"� � �+")�! #"
	  . �! #"

���
�M�'&(��������)*�� ��H/1I����=��2
�����K���
�}LN X�� �U_��P
T�?(T$��TR���
�M���(����40/1I�/1 
!���I���4=������ 
��4*�F/1���A�1,{���
�
���=��2
�X���S,-2
I�I$6a��!
�� 3����40/1Ig���R���F/B�qLN�
��4H���F/1�KE���� X!
�=��4=���$E���!X�� c ��4=������ X��Ty���
�C4���2
 ����� 
P����P� F/1I(�� A���
��^��R���'&(�
��E
�$���g�
��P���>74=�� 3����/1���g�� �������,-������ 
4��{,-���� 
P����k/1�_���
������ �>7)*�$�����1�o!
�����H/1 
4��
���p5B/1������! � h��|Tov7 S���
���
�������� ��_4'�F/1�(�����pL@��LN��I�I1!
����4�����E������
�����$��2F/B������ D+0LN�
���������
��E��0/1) Q L{/1�2
����!R,-���{���
�S4�����I��� 
Px/1 
!R��I�I$2
)*�$ F/B���$ 
PA�1,o���
�S���� DTkv7 y���F/B�N40/1���:���
�S�� 3������,-������ 
4��S4��� �����/1���
����/1E���2(��d�j�rMT����
�A!
�=5��?/B������ W�1,k���
�A4��12
 3����/B���K,-����)./C4'�
������ "�1#%���=��5B/1I�2
�K����2
����!"�� "/
,-����!
EF/14'GWI������W���M4��� 3������Io���
�A�������$������ W�1,����
�x)*������������2
4H�"���F/B�����
�A���� "���H/06��S/B�S/MP���5��� 
������ ��:�� V/1 "�� 3������,-������ 
4��A,-���� 
P��q���MLN�$���
�� ∼ 10

 
)RTq���
�A,-����!
EF/14HGaI������a�F/1�:/1E���2(�:�� 
�
����4��� 
!��1,��� �����P���/B������ W����)*�x/1 
!V4���)*��� 
��/B�����:,-���:��I��}L !
���$,z�����1,����
�x���� �>7)*�$�����1��!
�����H/1 
4��
E
2(�C 
�1�~,-���A���
�R���� D� �~�1��4=��I�I?/B���$�� X�� m���
�O����/1�DT Q 6m��LN�$��4H�
�� 
PV���
�y����P� ��1,����
�y,-����!
EF/14HGP�/1�� D+_L@�O4H�
�������ME��=�7L@���� m���
�M�������$���$5��M/1 
!X 
��P�/n�H��5��C��I��������A�1,����
�M�� 3������,-������ 
4��C,-���� 
P�����T
���
���O�� �������,-������ 
4��V����P� F/1IN,-��I�I��}LN�C���
� − cos(2kz)

!
����� 
!
�� F4��`�1,S���
�")*�3!
�$[F��!Zd�e�f� 
)
!
��40/}6���/B�������ni��|+_��2
4'�����F/B�q���
�M)*��!
�����$ ����q�1,����
�C��I��������K4��������������� 
!����

sin(2kz) = ±1 +�|T �1T_���V���
�O)C/n&(��)x2
) E
�� 
!
�� 
PV���~/1 �����>7E
�� 
!
�$ 
P"��1���� 3���?/1I|+�/1�~!
����4�����E��! /1E�n5����-�����W/1I����
U_��P
T ?(T �VE���I$�nL � TZ���
�R����/1��,-�����32
�� 
4=6����*)*�0/1��2
����! E�6������4=����/1I�I$6�/1 F/1I$6����� 
PV���
�W^��W�

h(�



1017 1018 1019 1020 1021 1022

-78

-76

-74

-72

-70

S
p

e
ct

ra
l p

o
w

e
r 

d
e

n
si

ty
 (

d
B

m
)

Frequency  (kHz)

U_��P�2
��� ?(T � � c ��P� F/1I��� S���
��������4=����2
) /1 F/1I$6������p,-���p���
������ q������$������ 
��!q�� S���
��������$���$5����-����P����
4�2
��5�� � /1 
!� 
��P�/B���$5��*��I�����a�-I��=,z�q4�2
��5�� � �1,@���
�*�� 3������,-������ 
4��*����P� F/1I|TM� Q � &�}jx���1T����
�S4��� 3������,-�����32
�� 
4=6y�1,g/ �p������ ������?/1 O[
�����x���
�S!F/B�H/A���{�H/1G��� R/1�����
�
����/1�O,-�����32
�� 
4=6�T

����P� F/1I|Tovw�@4��� ��H/1�� 
�@/S������4=����/1I�4���)*��� 
�� 3�@/B�����
�N����/1�~,-�����32
�� 
4=6�+F/1����2
 
!R�:�W���1+�E���40/12
���
���
�M����4���I�I?/B���$�� ��1,����
�M���� �4����0/B�����~/1 X�� ����� 
���$�76�)*�3!
2
I?/B�����1 ��1,����
�M��40/B����������!mI���P����0TW���
��E
������5�������4���I�I?/B���$�1 
�k�1,%���
��&3>7����!
��EF/1 
!C/B��,-�����32
�� 
4=6

ωx ≈ 2π×1020
�W���1Tk���
������P� F/1IF�� 

���
��������4=����2
)s/1 F/1I$6��=�����F/1��+����qP����3!M/1�
�
���0&(��)C/B�����1 D+3/��p������ ������?/1 CI��� 
�����F/1����LN�$���~LN��!(���
∆f

�1,o/1E���2(�Ni1j�jA���1Tkl�,z������/q,-�=L]����4��� 
!
���1,_/05�����/1P��� 
P
+3���
��4��� ������{,-�����32
�� 
4=6M�1,J���
��I��� 
�
����!
�=������)*�� 
��!OLN�$���yI����������F/1 `�}j~���S�� F/14�4�2
��/14=6�T
Uo��P
T ?(T �R���
�}LN�A�7L{�a�����4=����/aLN�
��4H��L@�����O����4�����!
��!X!
������4=��I$6`�� 
�O/B,z�����K���
�M�1���
����+gLN�$���

���
������ M�������$������ 
��!O/B�{���
��)*��!
�����$ 3�����1,_/K�������$���$5��:/1 
!O 
��P�/B���$5�����I��������1,J���
���� 3������,-������ 
4=�
����P� F/1I|+�����������4=���$5���I$6�Tq���
�x/}5�����/1P��� 
PC����)*�S,-�����0/14H�V�����4=����2
) ����/1E���2(�q�1jC����41Tq���
�x���
�$,z�
���q4�I��0/1��I$6a5�������E
I��*/1 
!X/1)*��2
 ����S���af(�}jW���C�� V���
���q40/1���1TR���
�*51/1I�2
�*���SLN�$���
�� V���
�C��/1 
P��
�'&(����4=����!�,-����) 9k�T ?(T h(+�LN�
��4H���
����!
��4=���*/1����2
 
!�f�i1jV���1+��H/1G3�� 
Pa�b6��
��40/1I@51/1I�2
���A,-���x��2
�
�'&(��������)*�� ��

Pe ≈ 7%
+
ε ≈ 1.5%

+
λ = 493

 
)R+/1 
!
Γ = 2π × 15.4

�W���1T����q��)*�
�F/1�������
���F/B�{ 
�K4'�F/1 
P1����/1����)C/1!
�����q���
�����=��2
�OE��=�7L@���� O���
������4�����!
�� 
PA�B,p���
���7L{�A�����4=����/(+F/1�F/1���
,-����) ����/1 
��I?/B���� 
PA���
�S!
�����H/1 ��N)*���������{E�6

λ/4
T

vw��L{/1��,-��2
 
!W���F/B�����
�K����/1�W,-�����32
�� 
4=6a���� 
�1��4��� 
���H/1 ��:�� W����)*�S!
2
�K���C���
����)C/1Io�=#%��4=���
/1 
!Z��I��}L 4H�F/1 
P����O�� ����
�W����/1� !
���$5��W���}L{����T �J�X)*�0/1��2
���W���
�a5B/1I�2
�a�1,:���
�W,-�����32
�� 
4=6
���
�$,z���� y���
���N���$��2F/B������ OL@�q����4�����!a/1E���2(��h�j~������4=����/(+�/1I$������ F/B���� 
P~E�=�bL@���� W���
�S�7L{�*��I���������T
vw�*�H/1G����M/1E��12(�a�}jV����4��� 
!
�C��������4�����! �0/14H� ������4=����2
)R+{���
�R �2
)AE����*�1,S/05��=�H/BP����M�� ����
�
������4=����2
) /1 F/1I$6������KL{/1�~���=�x���`��i�T�9�/14H�m������4=����2
) ���K[
������!mE�6X/%�p������ ������?/1 D+�/1 
!X���
�
4��� �������,-�����32
�� 
4=6*�����
I��1������!DTgl� C�'&
/1)*�
I��N�������
�}LN M�� *U_��P
T*?(T f(T_���
��I��{���
�N����/1�~,-�����32
�� 
4=6
�$������I$,���I��}LNI$6R51/1��������+J/O4��� 
���H/1 ��q!
�$#%������ 
4=�~���:��E
������5���!�E�=�bL@���� `���
�A51/1I�2
���:)*�0/1��2
����!V�� 

h��



0 5 10 15 20 25 30

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

T
ra

p
 f

re
q

u
e

n
cy

 -
 1

0
1

9
  

(k
H

z)

Time of measurement (min)U_��P�2
��� ?(T f �"�o��/1�a,-�����32
�� 
4=6")*�0/1��2
����!V�� a���
�x������$���$5��O�z,-2
I�Io4�����4�I���� � /1 
!" 
��P�/B���$5��A��I�������-������ C4�����4�I���� � �1,D���
���� 3������,-������ 
4�������P� F/1I +�5���Tk)*�0/1��2
����)*�� ��@����)*�B+32
���� 
Pq���
� Q4�����I��� 
PAE��0/1)RT

0 5 10 15 20 25 30 35

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

T
ra

p
 f
re

q
u
e
n
cy

 -
 1

0
2
2
 (
k 

H
z
)

Time of measurement (min)

U_��P�2
��� ?(T d��"�o��/1�a,-�����32
�� 
4=6")*�0/1��2
����!V�� a���
�x������$���$5��O�z,-2
I�Io4�����4�I���� � /1 
!" 
��P�/B���$5��A��I�������-������ M4�����4�I���� � �1,D���
���$ 3������,-������ 
4�������P� F/1I|+�5���Tk)*�0/1��2
����)*�� 3������)*�1+32
���$ 
PK���
��U4�����I��� 
PAE��0/1)RT

���
�:�bL@�*��I��������+
δωtrap & ��?1d ± �n�x���1T

���
�`�
����4������"51/1I�2
�V�1,q���
�V���
�$,z�R!
������ 
!
�R�� ]!
�=�H/1��I��O�1,q���
�`�'&(�������)*�� 3�R��2
4H��/1�O���
�
���=������ 
P��*�1,��H�
�RI?/1��������+����
�����*!
�$���=4=������ 
��+{/1 
!����
�y[F 
�a/1I���P� 
)~�� ��*�1,����
�REF/14HG�>7���=uF��4=���� 
P
)*����������T����
�A���H/B�a,-�����32
�� 
4=6V�=5���I�2(������ WLN�
�� "���
�x�$�� "������I�I�2
)~�$ F/B����!W,-����) U !
������4=������ a���
���
�nLN "�� "U_��P
T-?(T d
T����
�A51/1I�2
�q,-�������
�K����/1�W,-�����32
�� 
4=6"���
�$,z��������)C/1I�I����N,-�������
����40/1���1TSUF���
���
�NUaE��0/1)

δωtrap & �}e�i ± i����1TkUF���_���
�{)C/1�� AE��0/1) !
������4=������ K���
�{,-�����32
�� 
4=6x���
�$,z�k���gI������

h�f



0 10 20 30 40 50 60

-50

-25

0

25

50

75

100

125

150

175

Frequency shift = 61(10)Hz

F
re

q
u
e
n
cy

 s
h
ift

 (
H

z
)

Time of measurement  (min)U_��P�2
��� ?(T i �]���
�V����/1�Z,-�����32
�� 
4=6����
�$,z�y)*�0/1��2
����!�5���T )*�0/1��2
����)*�� ��y����)~�1T ���
�V)C/1�� 
4��3��I��� 
PxE��0/1)t����2
����!DT

���F/1 O�=5��� R�� C���
�:�
���=5�����2
��40/1���1T��o�~)*�0/1��2
�������
��,-�����32
�� 
4=6y���
�$,z�{L@�:���=�N���
�:���� M�������$������ 
���x�H�
�S!
�$#%������ �����I��������+ � 2
��������P����N�� 
�q/B,z���������
�S�1���
����T c ��!
�=EF/1 
!R������4=����/C/1���:�H/1G1�� RLN�$���/1 Z/05�����/1P��� 
P`����)*�R�1,S/1�
�
���}&(��)C/B����I�6�f�j�����4��� 
!
��T l� �'&
/1)*�
I��W�1,:���
�W�=5���I�2(������ ��H��/1�
,-�����32
�� 
4=6R���
�$,z�N�$�N���
�}LN R�� RU_��P
T#?(T i�+
L@�S40/1 y[F 
!y���F/B�

δωtrap & h�j ± �}j~���1T
�`�qE���I����=5��S���
���N�������� ����?/1IJ!
�$#%������ 
4��q�� O���
�S����/1�y,-�����32
�� 
4=6W4H�F/1 
P��q��4�4�2
����E���40/12
���q���
�

4�����I��� 
P`E��0/1) �� 
!
2
4����O/�!
������I��R)*��)*�� ��*LN�$��� !
�$#%������ ��M!
������4=������ �LN�$��������������4=�O�������
�
)*����������� �S�
I?/1 
�M/1 
!X/W!
�$#%������ ��x/1)*�
I�����2
!
�1TRl� 
!�LN�$������2
�K�
�������� ��A���
������6��$�K���K�F/1��!����
��E(�H/1�� ����
�" 32
)*������40/1I�5B/1I�2
�a,-�1�C���
�"���
�$,z�MLN�
�� Z���
�"���� Z���C��I�I�2
)~�$ F/B����!�,-����)�!
�$#%������ ��
!
������4=������ 
��T ���=5��������
��I�������+�L@�"��E
������5��a51/1I$2
���ME��=�7L{���� \i1j�/1 
!�f�i1j����B+�/1I�I�LN�$���
�� ����
�
��/1 
P��~�'&(����4=����!�,-����) 9k�T ?(T h(TCvw�q���S��)*������H/1 3�����R 
�1���x���F/B�SL{�C/1I�L�/06��:[F 
!`���
�*�
��P��
���
����/1�S,-�����32
�� 
4=6q�� q���
���������$���$5�����I��������1,(���
���� 3������,-������ 
4���,-���� 
P������-4���2
 3�o��/B����5���T_���� �>7)*�$�����1�
!
�����H/1 
4�� � +F�� R/1P1���=��)*�� 3��LN�$���O���
�:���
�������=����40/1Ip�
����!
��4'�H�$�� ����ni��|T

����� � / ��� * � "�� �  � � � . � � /  *� 2 /  � � �-� , � . � .  � � �+"
��� � . � �  . � . �

l��@���
�nLN M�� M9k�T#?(T h(+3���
������/1�C,-�����32
�� 
4=6M���
�$,z�@!
������ 
!
�{�� C���
��I?/1�����@�F/1��/1)*�=�����������
����2
P��
���
�x�
����EF/1E
��I����76

Pe
LN�$���aLN�
��4H�"���
�A���� "����,-��2
 
!"�� a���
�A�'&(4��$����!V���H/B���1Tq���
���:!
������ 
!
�� 
4��

�F/1�yE���� \)*�0/1��2
����!�E36 ����4�����!
�� 
PX���
�V)C/n&(��)A2
)����
�$,z�M,-���O!
�$#%������ ��yI?/1�����O�F/1��/1)*�=��������T
���
��)*�0/1 �uF2
��������4��� 
4���I��=5���I|+S/n�R���
�`)*��!
�����$ 3�O�1,A���
�`�� �������,-������ 
4��`,-���� 
P�����+�������5����"/1�
/1 ]�� 
!
�$40/B�����O�B,

Pe
+����XLN�
��4'�]�$�O���O���H����4'�HI�6 �
���������������� F/1I|T<���
�V������2
I$�R���O!
�����
I?/06���!��� 

U_��P
TE?(T h(Tq���
�x!F/B�H/y/1P1���=�AL@��I�I_LN�$���a���
�x�'&(����4=����!`I��� 
�0/1��!
������ 
!
�� 
4���T ���=5��������
��I�������+J,-���
I?/1�����C�� ����� 
���$�������C/1�
�
����/14H�
�� 
P���/B��2
��/B������ �L@�W[F 
!����F/B�C���
�a���
�$,z�C��/B��2
��/B������+����
�a���0/1���� 
E����� 
PM���F/B�S�� a���
���:����P���)*�KI?/1�����:4�����I��� 
PME��4���)*���S�� 
�=�*4����� ��0+J/1 
!"���
�~���� D� ���'&(4�2
�������� `�� 

h1d



0 2000 4000 6000 8000

0

50

100

150

200

250

300

350

400

P
e
a
k-

to
-p

e
a
k 

tr
a
p
 f
re

q
u
e
n
cy

 s
h
ift

 (
H

z)

Fluorescence rate (counts in 0.1 s)U_��P�2
��� ?(T h ���R�0/1��2
����!�!
�����= 
!
�� F4��C�1,�����/1�",-�����32
�� 
4=6V51/1���?/B�����1 "�� `�'&(4��$����!`���H/B���~�����
2�>
I?/B������ 

Pe
TK���
�x���0/1G�>w���B>7����/1GW!
�$#%������ 
4��1+JE�=�bL@���� V���
�x)*��!
�����$ 3�����1,����
�A�7L{�

��I��������{�1,J���
���� 3������,-������ 
4���,-���� 
P��=�0+(���@�
I��1������!M5���T(���
��)*�0/1 O4���2
 ��N��/B���1T��}j�j�j�j
4���2
 �����4�������������� 
!R���

Pe ≈ 0.1
T����
�SI��� 
�����N/~I��� 
�0/1�@[
�0T

���
�:����/1�W/05�����/1P������12(�N���
�S)*��4H�F/1 
��40/1ID���1���� ����?/1I|T
l ����)~��I�/1�:�=#%��4=�K���S��E
������51/1E
I��*�� V���
�C��U�!
��)C/1�� D+DLN�
�����*���
�~,-����4��*�$�q�'&(��������!��� V���
�

/14=���$5���/1 
!C�F/1�����$5�����I���)*�� ������1,%���
��/1 ����� 
 F/(T ���1���1+3���F/B�����
���������� F/1 
4���,-�����32
�� 
4=6*���
�$,z���1,
���
�~/1 3���� 
 F/M!
�����: 
�1�:!
������ 
!`�� a���
�x4�2
������ 3�0+p�
�}L{�=5����:���
�A,-����4��A!
����� � ���
����,-�����32
�� 
4=6
���
�$,z�M!
������ 
!
�O�� 
I$6��� ����
�aP�����)*�=������40/1IN4��� ([FP�2
��/B������ �1,:���
�a/1 3���� 
 F/�/1 
!�/1���������M/1�O/
������2
I$���1,D/SEF/14HG�>7���0/14=������ ~�� *�$���k�nLN ~[F��I�!DTg���� 
4����� x���
��40/B���N�1,D/1 C/B����)< 
�0/1�k���
�N)*���������=+
���
�*/1��P�2
)*�� ��:���F/B�S/M,-�����32
�� 
4=6V���
�$,z�S!
�����S 
�1�S!
�=���� 
!��� "���
�x�� 3���� 
���$�76a�1,�uF2
��������4��� 
4��
I���P��3�0+p/1�S�� ���ni��|+J40/1 
 
�1�qE��~2
����!�/1�q/O�
�����1,@�1,{/14=������ V�1,����
�x51/B4�2
2
) [F��I�!DT~���
���S�=#%��4=�
40/1 WE��:�����0/B����!a/1��/~���0/14=������ R�� R�$�����nLN R���=uF��4=����!W[F��I�!DT����q40/1 R!
���$5��S���
�q/1 3���� 
 F/xLN�$���
���
�*�
��P��
�����q���������E
I��~4�2
������ ��O�-2
 �����Ig�$�S���H/1�����S���y)*��I$�S!
�}LN � +J���
�~���
�$,z�q�1,����
�~�������� F/1 
4��,-�����32
�� 
4=6O������I�I
LN��I�I����)C/1�� *���
����/1)*�1+(E
2(�@�H�
��,-����4���LN�
��4'�O/14=���{�� O/1 ����� 
 F/A�=I���)*�� 3����LN��I�I
E����
����������H�$�� F/1I3�������
��)C/1P� 
�$��2
!
�@�1,F�H�
�{4�2
������ ��}Tg���
�����$��2F/B������ qLN�$���A���
�{,-�����32
�� 
4=6x���
�$,z�
,-���N���
�K/B����)t������!
�� �����40/1ID���~���
�q40/1���K�1,g���
�K/1 ����� 
 F/(+�E
2(�����
�S,-����4��SLN�
��4H�W�'&(���������� R���
�
/B����)t40/1 y 
�1���'&(4�����!a/~�F/1������4�2
I�/1�@51/1I�2
�:!
2
�:���~���
�S��/B��2
��/B������ O�1,o���
�S�'&(4��$����!R���H/B���1T

����� � /1�+2+2-� "�� �  +/ � � 
l ,-2
�����
�����������q�������
�~!
����� 
!
�� 
40�*�1,����
�x����/1�",-�����32
�� 
4=6V�� "���
�~������$������ "�1,����
�~)*���������=T
�������
�$,z�_���
������ AE��=�7L@���� ~���
��)C/n&(��)C/�/B 
!~)*�� 
�$)C/N�1,���
���� �������,-������ 
4��{,-���� 
P�����+�E�6AI���4HG3�� 
P
�$�����������$������ 
�N���C!
�$#%������ 3��uF2
��������4��� 
4��xI��=5���I��x�-E��=�7L{���� `i1j�j�j*4���2
 3�������W���}j�j�j*4���2
 ��H�������

h�i



0 50 100 150 200

-150

-100

-50

0

50

100

150
T

ra
p

 f
re

q
u

e
n

cy
-1

0
3

1
9

7
6

 (
H

z)
 

T
ra

p
 f

re
q

u
e

n
cy

-1
0

3
1

9
7

6
 (

H
z)

 

Variation of ion-mirror distance (nm)
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